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Geometria proiettiva
Def.

Def.

Sia IK un campo e sia Vuno spazio vettoriale su /K.

↓ spazio proiettivo associato a V e

P(V) = V40 ~

dove vuw Je* t . c
.

v =w

Fatto :~ e una relazione di equivalenza

sottospazi vettoriali di dim 1

C'e una bigezione naturale PIVI -Crette diVI
[0] < > Spanful

La dimensione di PCVI e dim PIVI =dimkt-1

Gli spazi proiettivi 1-dimensionali si chiamano rette proiettive
Quelli 2-dimensionali si chiamano piani proiettivi

· V = 10) P(V)=P = a

dimP/VI = dim = -1

· dimV = 1 cioe V e una retta vettoriale

PNI=4) e un punto in quanto tutti i vettori di V401 sono equivalenti
dim PIVI= dim4 = 1-1 = 0

· V = /K
+ 1

,
P(V) = PLIK*) si denota IPVIKI ed detto

lo spazio proiettivo standard di dimn

esempio '(IR) =PCR) la retta proiettiva reale

La semirette di R2 sono in bigezione naturale con S'(VER/IlvIl = 11
S1 Isemirette di R2

v = - (10
,
xx01

·

·
Per ottenere un insieme di rappresentanti ,

devo scegliere
un punto di S' per ogni coppia di punti antipodali.

Un insieme di rappresentanti e ad esempio una semicirconferenza

aperta in un estremo e chiusadall'altro
E pi corretto pero pensare a P'/IR) come a una circonferenza

chiusa in entrambi gli estremi
,

congli estremi identificati :

· >

&



Def.

Proposizione

Proposizione

Una trasformazione proiettiva e una funzione f : P(V) >P(W)
tale che esiste 4 : V : WV lineare tale che fltus)= [4(0)] FreVol
Icio f sia indotta da O per "passaggio al quaziente")

Oss Se una tale y esiste
,
necessariamente C : V-IV e iniettiva

Se y non e inieltiva, infatti
, Jockery01 e se arrebbe

-([o]) = [P(os] = [0] non existe in P(LV)

ben definito perche v+0

Se g : V , WV e lineare e iniettiva
,
allora y induce

f : P(V) < P(W) tale che f([v]) = [p(ol] Faer-401
Tale f e percio la trasformazione proettiva associata aU

DIMOSTRAZIONE

Bisogna solo vedere che la formula f([v)) = [Q(v)] e ben definita,

cioe che se [v] = [vi] allora [P(l] = [pla]
Ma[v] = [v] = Felk

*
v =xw) = p(a) =q(w) =Xp()

=> [yol] = [4104]
Devo anche osservare che la formula abbia senso

,

cioe

che se [VJEP(V) allora [P(] EPIN)
,

cioe see to

allora plu)70
,
il che e garantito dall'iniettivita di C.

Oss Ogni trasformazione proiettiva e iniettiva

Sia f : P(V1 > P(W) transformazione proiettiva ·

Allora sono fatti equivalenti :

H) f e sorgettiva
I21 fe bigettiva
131 dimP(V) = dimPCW)

14) f e invertibile e f" : P/N) - PI) e una trasformazione proiettiva

DIMOSTRAZIONE

(1) 12) : Ok

(2) => (3) : sia f : PIVI < PIN) bigettiva indotta da Q : V >W lineare

Sappiamo che y l iniettiva, vediamo che e surgettiva.

Dato NEW
,
sel =o allora p(o)=w ; se W +0, per surgettivita

dif JVEV +.c
. f([v]) = [W] cioe [p()] = [W] quindi

7 Xelk* y(Vl = X ciol/AVI = W
, dunque y e surgettiva .

Dunque Q :V -I e lineare e bigettiva percio dimV = dim

quindi dim PTV) = dim PCW).

13) =(4) Per def . di dimensione
,

dimV = dimW
.

Sia f indotta da 4 :V-Weincare

Poiche y linieltiva, y e anche surgettiva. Dunque 4- :W -V e un iso lineare

e la mappa da esso indotta e f" (verifical

(4) = (1) : Orvio



Def.

Proposizione

Def.

Corollario

Corollario

H) L'identit di PCV) e una trasformazione proiettiva

(2) La composizione di trasformazioni proettive e una

trasformazione proettiva

DIMOSTRAZIONE

Ill ovrio, e indotta da ide lineare

(2) Sia F : P(V) >PIN) indottada Q :V 4

Sia g : /(W) -P(Z) indotta da U :-Z

Allora 4 : U :V >Z e lineare in quanto composizione di lineari e

(90f)([v])= g(f([v>) = g([yN]) = [y(())]
dunque yo y induce gof che e una trasformazione proettiva

Una trasformazione proiettiva invertibile si chiama isomorfismo proiettivo
Una trasformazione proiettiva da PIV) in se si chiama proiettivita

Oss Le proiettivita sono isomorfismi proiettivi
Lproiettivita di P(V) costituiscono un gruppo,

che si denota con PGL(V)

Oss f : PN1 :PIVI proettivita
I punti fissi di f sono in bigezione con le rette di autorettori di D,

dove 4 : V -V induce f
Infatti f([v]) = [v] #t [Q()S = [v] => Q(Vl = N

Data f :PIRI > PCR),n pari , proiettivita
Allora f ammette un punto fisso

DIMOSTRAZIONE

Infatti ogni Q: /R >R lineare ammette un autorettore se n+ e dispari

Iperche il polinomio caratteristico ha grado h+ e quindi ha una soluzione in RR)

Ogni proettivit F :PIC)P

ammette un punto fisso

H IPCV) e un sottospazio proiettivo se JWEV sottospazio vettoriale

tC
.

H= /WY041
,

dove # :Vol < PM e la proizione al quoziente .

Si sceive PW)= H e si pone dimH = dimW -1



Proposizione

Proposizione

OSS Quella appena data e una buona definizione di dimensione,

perche fissato Hesiste al pii un sotto spazio vettoriale W +
.c

.

H= P(W)
.

Pi precisamente ,
c'e una bigezione

↑ sotto spazi proiettivi dit(VI) 1 : Isottospazi vettoriali di VI
X

TL(NYOS) < N
B

H I > #"(H1 vol
Che XoB = id sull'insieme dei sottospazi proiettivi segue facilmente dalla surgettivita di T

Pi interessante e che BK(WI) = W per agni I sottospazio vettoriale

Il fatto che BC/WI) -W e orvio per banali motivi insimistici

Il fatto che BIx(WI)W dipende dal fatto che IV e sottospazio vettoriale

Sia WEB(x(WI) , per cu W = 0 o We iT" (nt(widos))
sel =0

,

allora We W perche e un sottospazio vettoriale

altrimenti west" (n(W-4011) =>NIEN(Wido
=>JW'EWIOS t.

C
.
FIN=HM => W =X W' per qualche We W-40!

e quindi WeWV perche IV e un sottospazio vettoriale.

Siano Si
,
icI

,
sottospazi proiettivi di PIVI

,
allora

ISi e un sottospazio proiettivo
LEI

DIMOSTRAZIONE

Poiche it e surgettiva
, Si=(t(il)=(+ (Si)) =

= /HiYou) = (Hil (01)
con Hi Ssp vettoriale ↳ che e ssp vettoriale

Oss Per ogni sottoinsieme F = PIVI, e ben definito il pi piccolo sottospazio diPIV)

che contiene F
,

che viene denotato con LIF) : basta porre

((F) = 1S sottospazio generato daF

SSpdi
Come nel caso vettoriale

,
l'unione di due sottospazi S, e Sz in generale non eun sottospazio.

Si considera allora il sottospazio da essi generato ,
cioe

LISe
,
Sal = L(S, USa)

Se Se = P(Hil= (He 40h)
S2 = P(H2) = #(H2-404) con Hi ssp vettoriali

alora ((S, Sal= P(H . + Hal =((HetHal401)

DIMOSTRAZIONE

Poiche S .
=PH .) P(H + H2) e analogamente per S2

,
allora

S,USzPH+ Ha)
,
da zui LIS

,
Sal = P(H

., H2) per minimalita di L(Se
,
Sal

Viceversa
,

it" ((/S..Sal) = it= (S
,) = H

= 40)

Analogamente T- (L(S1
,
Sall" (S2)= Ha Yo

Quindi-LIS
,
Sal)(H , UHz)Yo

Il

WV . 10) per qualche IVIV ssp vettoriale

WY0U(HUHzlYOS => WG HiUhz =W3 HetHa percheWesspvettoriale

Dunque ((S1 ,
S2) =(W -10) >M((H1+H2)-(01) =P(H . + Hal



Formula di 
Grassmann 
proiettiva

Corollario

Corollario

Siano S1 ,
Sz =PIV) sottospazi ,

allora

dim L/S1
,
S2) = dim S+dimSz-dim S , 1S2

DIMOSTRAZIONE

Sia Si =P(Hil
.

Allora dim ((S1
,
S2) = dim(He+H2) - 1 =

= dim H+dimHz-dim(HinH2)-1= dimS1 + 1 +dimSz+ 1-dim(SinSa)-1-1 =

= dimS1 +dimSz-dimlS , 152)

5 e Sa sottospazi di P/VI con dim S+dimSz dimPNI

allora S1nSz + d

DIMOSTRAZIONE

dim(S, 1S2) = dimS+dimSz- dim LIS, Szl, dims,
+dimSz-dimPN) = 0

dunque S11Sz #

Due rette in un piano proiettivo si incontrano sempre

Impareremo a pensare a"(/K) come un "completamento,
dello spazio affine IK"

, per cui in un certo senso IK" = Pr(K)

Due rette parallele in IK" si incontreranno proprio nei loro punti aggiunti in P21K)-1K
-

retta all'infinito

esercizio Siano M
,
t rette disgiunte in P (IK) e sia PER(1K)Y ruel

Fr

Si mostri che Fl retta r =P31K)
,
per

,
rarity , marza

r2

· P

soluzione Se esiste
,

la retta cercata dovrebbe essere contenuta nel piano (se e un piano

generato da P e +; analogo per P e 12.
. Voglio poi intersecare questi piani,

sperando di ottenere la retta voluta.

Poiche Per
,

se S , =L(P
,
ri)

,

dimS1 = dimP+ dimme-dim = 0+ 1-(1) = 2

Analogamente ,
se Su = L(P

, r2)
,

dimSz = 2

Pongo r = s, 152 e mostro che dimt = I

Osserviamo che ((S1
,
S2) = P2(/K). Se cosi non fosse, poiche

S. LIS.
,
S21 ,

arremo dim (Se
,
S2) = 2.

Ma allora avremmo rUrz = L/S1
,
Sal

,
cosa impossibile perche

due rette complanari si intersecano sempre ,
ma rentz = a

Dunque dimt = dimS+dims2-dim S1+ Sc = 2+ 2 - 3 = 1

↑ percio e una retta e per costruzione Per = SinSa

Inoltre per costruzione re regiacciono su Si ; poiche due

rette complanari si intersecano,rur, to. Analogamente rrz#*

Questo dimostra l'esistenza di r.

Per l'unicit
,

se r'soddista la tesi
,
Peri r'nr + d

=> r' = L(P
,
ri) = Si . Analogamente r'= Sa

Quindi r' = S, n Sz =r
,
da cuit' =r per motivi dimensionali.



Riferimenti proiettivi

Def.

Def.

Def.

Def.

Siano P
, ....

PrEPIVI si dicono indipendenti se presi VieV +
. c

.
Pi = [vi] Fi

si ha che i vettori Vi....,Va sono linearmente indipendenti inV

Si dicono dipendenti se non sono indipendenti

Oss e una buona definizione, perche se Vi sono altri vettori di V con [v] = Pi Vi,

allora vi = XiVi per un qualche Nick
*

e dunque V, ..., Un sono linearmente

indipendenti se e solo se lo sono Vi
, ..., V

esercizio P,, ..., PrEP(VI sono indipendenti se e solo se dim L(4P......Publ = k-1

In particolare ,
se n = dimPIV) e Pr

, ....
PrEPIVI sono indipendenti ,

allora k = n+1

Pe
,...,

Pr CPN) sono in posizione generale se qualsiasi sottoinsieme di /P...... Prl fatto da h punti,

con hen+ 1
,
e indipendente

esempio se dim P(V) = 2
,

Pr
.....

Pr sono in posizione generale se e solo se

sono atre atre non allineati

In altre parole : se kenH
,

e la stessa cosa che chiedere che /P1 , ....Pul siano indipendenti
Se kant

, e equivalente chiedere che tutte le n+1-uple dell'insieme siano indipendenti

Un riferimento proiettivo di P(V)
,

con dim(V) = n
,

e

una In+21-upla R = /Po
,

P1. ....
Pr

,
Pati) di punti di PCV) in posizione generale .

Il punto Pr sichiama punto unita di R ; Po
, ....

Pr si chiamano punti fondamentali.

Se R e un riferimento proiettivo di IV), una base normalizzata associat ad R

e una base di V
,

(vo
, ....) t

.
c . [V] = P: fozien
e Pm = [Not ... +Un]



Teorema Sia R un riferimento proiettivo di PCV)

(1) esiste una base normalizzata (Vo
, ....

Un) diV rispetto a R

(2) se 110
,..., Un) e una seconda base normalizzata di V

rispetto a R
,
allora 71ElK

*
t.c . Vi' =V Fozien

Ossia
,
l'enunciato sta affermando che :

la base normalizzata esiste ed e unica a meno di riscolamento simultaneo

DIMOSTRAZIONE

(1) Sia R= (Po,
, .... Pa+ i)

-

Scelgo vieV +. C
. [vi] = Pi

Noto che (Vo
, ..., un) formano una base di V

,
perche i Po

, ....
Pn sono

indipendenti /per definizione di riferimento proiettivo).

Scelgo anche UniEV +
.
C

.
[Un+ ] = Pati

Percio arro' Un+= dovo +... t an un con aielk (in modo unicol

Osservo che dito Fi ; altrimenti
,
se ai =o

,

avrei che i vettori

Jo
,
Un

,
...,

, ..., Un
,
Unti sono linearmente dipendenti

Questo contradaice il fatto che Po
,
...,

, ---
,
Pri siano indipendenti

Iche vale perche R e un riferimento proettivol.

Dunque a:0 Fi

Pongo Vi =Aili

Ho che /Vo, .... Un'l sono ancora una base diVe + . c
. [Vij = Pi

Inoltre
. per costruzione

,
Pm+ = [Un+ 1] = [Vo' +... + un']

e quindi (U' ,..., Un'l e una base normalizzata

(2) Sia (Vo"
,..., Un") un'altra base normalizzata di V rispetto a R

So che [V] = Pi = [G"] Fozien = U' = Xit" per un qualchei elk*

Usando il punto unita

[vot ... Un'] = Pn+ 1
= [0" +... t Un"]

=>INEK* + . C
. Vo't ... +On' = X10" +...+un"(

cioe NoV." +...t MrUp" = No" +... t XUp"

Dato che (V"
, .... Un") e una base di V ,i = X Fozin

e dunque Vi = NV" Fozian con Ne*



Teorema

Corollario

Siano F , g : /(V1 : IPCW) due transformazioni proettive

e 0 , 4 : V >W lineari t
. c . f = [4] eg= [4]

Sia R un riferimento proiettivo di PSV).

Sono equivalenti :

4)Jxelk* +.c . 4 = 14
(2) f =g
(3) f(P) =g(P) XPER

DIMOSTRAZIONE

(1) = (2) chiaro : se 4 =X4 ,
allora

,
dato P = [V)

f(x) = [Y(v)] = [xp(u)] = [y(v)) = g(p)
e dunque f= g

(2) = (3) : orvio

131 =(1) : fissiamo una base normalizzata (vo
, ..., Un di V

rispetto a R= (Po
....,Patil

Per

ipotesifil-g perisk*
+.c - ((G) =Xip(r)

Inoltre
, per il punto unital :

[H(Vot ... + Un)) = f(Pml = g(Pm) = [410 +... +Unl]
=> JxElk* +. c

. Q10 +... + On) = X y(o+... +On)
19 11

xU(50)+...+nP(m) = 4(00) +... + Q(Un) x4(00) +... + X4(n)

Visto che y e iniettiva e U...., Un sono linearmente indipendenti,

segue che /Vol , ..., N(Un) sono linearmente indipendenti
=>i = X Fozin

Ora
,

visto che Quil = 14(V) Fozien e E...., Un sono una base di V,

segue che 4 = Xy come funzioni

Il gruppo delle proiettivita di PCVI PGLIVI

e isomorfo a GL(VI
N

dove N = 4 idl Nel* >GLIV)

DIMOSTRAZIONE

Consideriamo

GL(VI > PGL(V)

a1 - [9]
· e un Omomorfismo (con la composizione)
· e suriettiva per def

. di trasformazione proettiva
· Ker = N per il teorema precedente
Per il I teorema di omomorfismo segue la tesi



Teorema 
fondamentale delle 

trasformazioni 
proiettive

NOTAZIONE V= 1k"+ 1 P(V1 = P(1kHH)=PY(IK)

IPGL(Ik** ) = PGLn+,
11k)

~

taglia delle matrici

esempio PGLz(IR) sono le proiettivita di I'(IR)

Siano P(VI
,

IP(W) due spazi proiettivi con dimP(V)= dimIP(W) = n

e R
,
R' due riferimenti proiettivi di PCV) e /PIN) rispettivamente,

Allora 7 ! trasformazione proiettiva f : P(V) : /PIN)

che manda ordinatamente R in R.

DIMOSTRAZIONE

L'Unicit segue direttamente dal teorema precedente
Per l'esistenza

,
fissiamo due basi normalizzate peri due riferimenti

15o
, ...,

Unl per R e /Wo
, .... Wh) per R

Dall'algebra lineare
, 714 :V - W lineare +

.

c
. Q(V) = wi fozien

Pongo f = [Q]

Per costruzione f([c)) = [p(v)]=[i] fozien
Mano anche flitt... t3) = [Glust ... + Un)] = [Wo+... +wn]

quindi il punto unita di R va nel punto unita di R'

esercizio Se r e r'sono due rette in un piano proiettivo P(V), allora

esiste una proiettivita di PCV) che mandi r in ri

SOLUZIONE Ill "passare all'algebra lineare

I2l "Soluzione sintetica : scegliamo riferimenti proiettivi appropriati

per applicare il teorema

.......
P(V)

C
P(V). ...... ri

Scelgo Alber e A +B'er' e Car
,
C'er

DrULIB
,
DJULIA

,
C) e D'Er'ULIB !, C'ULIA

,
C

Isi poo sempre fare)

A questo punto R= (A
,
B

, C .
DI e RELA

,
B'

,
C'

,
D sono due rif

- proiettivi

e per il teorema J ! F : PIVI -PCVI che mandi ordinatamente R in RI

Segue che f(r) = f(((A ,B1) = L(f(A)
, f(BI) = LIA'

,
Bi = ri



Coordinate omogenee

Def.

Def.

Caso base : Pr(1K) = PlIK**

)

PMIK) =
IK** 104 ~ = 4 [Co.....

Xn)] t
. c . Xi non tutti novil

con [lXo, ...Inl] = [lgo , ...,yn)] Xi =Xyi Fozien

Si dice cheil punto [IX.....X)] di P"(IK) ha coordinate omogenee

Crispetto al riferimento proiettivo standard) [Xo
, ..., Xn] oppone [No : ...: Xn]

Il riferimento standard di P(IK) e il riferimento indotto dalla base standard,

cioe Pi = [0 ....,
1

,..., 0] e Pn = [1
,

1
,..., 17

↑

posto i-esimo

Le come dire che le coordinate di (E sono (2) (

Oss Le coordinate omogenee di un punto sono ben definite a

meno di riscalamento simultaneo

[1
,

1
, 2] = [2 ,

2
,
4] in PCR)

[0, ..., 0] non rappresenta un punto di Pr(1K)

Caso generale
Se ho P(V) spazio proiettivo con dim PIV) = n e R =(Po

, ...,
Pn+

) e un riferimento proiettivo,

questo induce delle coordinate omogenee nei due modi sequenti (equivalentil
(1) So che 7 ! f : P(V) ,(1K) che porta it riferimento R nel

riferimento standard di P"(IKI (per il teorema fondamentale delle

trasformazioni proiettive(
Le coordinate omogenee di un punto PEP(V) relative al

riferimento R sono f(P)eP"(1K)

(2) Sia (vo,
, ..., Un) una base normalizzata di V rispetto a R.

Dato PEP()
,

se P = [V) con veV
, posso scrivere in modo unico

U = AsVot... +An Un

e dico che le coordinate di Prispetto a R sono [9o
, ...,

an]

Equivalenza : F e indotta da D :V-I
*

isomorfismo lineare +
.c. P(V) =ei

,
ozien

Sia P= [V) con U= doo+ ...anUn

Allora f(Pl = [4(v)] = [Pla00o+
... +anUn)) = [00eo +... + Anen) = [(90, ..., anl]



Nel caso vettoriale
,

fissare una base diV equivale a fissare unisomorfismo lineare VEIK"

Analogamente,nel proiettivo, fissare un riferimento proiettivo equivale a fissare

un isomorfismo proiettivo P(V) = PL(1K)

Usando le coordinate omogence, si possono rappresentare trasformazioni proiettive e sottospazi

con matrici e equazioni lineari

(sempre definite a meno di moltiplicazione per scalare non nulla

Se f:(V) . /PCW) e una transformazione proiettiva,
R

,
R' due riferimenti proiettivi di PC) e PCW) rispettivamente,

Be B' due basi normalizzate rispettive di VeW,
se f = [b] con l : V >W

, posso considerare la matrice M zM)(m+ / (n+)
,
(k)

(n+ 1 = dimV
,
m+=dimW

,
n = m) che rappresenta y rispetto a Be Bl

Allora M rappresenta la trasformazione proiettiva f ,
nel senso che

[f(P)]r: = M . [P]R
(pir propriamente ,

[M - /]R dore [up] = P (
Notare che la matrice M associata a f e unica

a meno dimoltiplicazione per scalare non nullo

Sottospazi
· Rappresentazione Cartesiana (tramite equazioni

Se Se PCV) e un sottospazio proiettivo ,
S= P(W)

, conNEV sottospazio.

Sen= dim/P(V), k= dims
,
allora fissato un riferimento R di /PCV) e una base

normalizzata B associata, il sottospazio vettoriale NEV puo' essere descritto

come luogo di zeri di (nH1)-(k+ 1) = n-K equazioni omogenee
nelle coordinate indotte da B (f 1

=... = fn-k =0
Tali equazioni descrivono anche S dentro IPCV), nel senso

che PeP(V) stains se e solo se [PJR soddista

le equazioni Fr=... = Frk = O

In pratica sto guardando se un rappresentanteEV di P

soddista le equazioni o no. Questa condizione non dipende
dalla scelta di V perche le equazioni fr =.

. .

= Fak =o sono omogenee

esempio InCIR) posso considerare il sottospazio proiettivo descritto

dall'equazione XotX, -Xz = o le una retta proiettival
Ad esempio [1

,
1

,
2] appartiene alla retta, e anche [X

,
X

,2x]
effettivamente continua a soddistare l'equazione

Oss Le equazioni lineari non omogenee non descrirono luoghi
del proiettivo, perche essere soluzione non e invariante per riscolamento

esempio XotX-X2 = 1 : il punto (1
,
1

,
1) soddista l'equazione

mentre (2
,
2

,
2) non la soddisfa

Rappresentare S con una rappresentazione Cartesiana corresponde a

descrivere IV =V come Ker di un'applicazione lineare



Def.

Def.

Prospettività

Proposizione

· Rappresentazione parametrica
Si rappresenta SEPIV) le il suo corrispettivo lineares come immagine

di un'applicazione proettiva (lineare

Nel vettoriale
, questo vol dire scrivere un elemento diLV come un elemento

dello Span di un certo insieme di vettori

esempio in R (x-x2 + X =0 = Span(() , (n)

v= te() + +z() +etzER coe v = Acta
Il sottospazio proiettivo associato di /IR) sara descritto dalla rappresentazione parametrica

& [te ,
texta

,
ta] / (t ,

+2) + 10
,01/

Notare che la coppia (te
,
+z) puo essere pensata come

un punto di P'/R)
.

Quindi si puo scrivere

& [te ,
te + +2

, +z]/ [te , +2]EPIRR)3

Attenzione : l'espressione t
, [1 ,

1
,0) + E2[0 ,

1
, 1) non ha alcun senso

Quello che ha senso e scrivere [t+ (1
,
1

,
01 + tz (0

,
1 , 1)] (con (t,tzl + 10

,0)

Un iperpiano in PIVI e un sottospazio proettivo di codimensione 1

Per quanto detto
, gli iperpiani sono descritti da un'equazione lineare

omogenea non identicamente nulla
,

unica a meno di riscolamento

Siano ris due rette in un piano proiettivo PIV) e fissiamo OCPIV) - Crus)

DefiniscoTo : r is come no (P) = (10
,
P)nS

Top
No e ben definita ed e una trasformazione proiettiva

DIMOSTRAZIONE

Innanzitutto Llo
,
P) ha senso perche P +0

Inoltre Llo
,
P) is e un punto in quanto le rette sono distinte,

poiche Oe((0
,
P) ma OES

Voglio vedere che to e indotta da una applicazione lineare V - Vs,
dove questi sono i sottospazi vettoriali di che corrispodono a res

Fissiamo un riferimento proettivo appropriato in PCV

Chiamo A= Uns e Scelgo BERA) e Cesa
,
110

,
Blas

Uso il riferimento proiettivo (A ,
B

,
2

,
0)

Nelle coordinate indotte avro

A= [1 ,
0

, 0] B = [0 ,
1

, 0] C= [0 ,
0

, 13 0 = [1
,

1
, 1]

La retta r passa per A e B e quindi ha equazione Xz =0,

coe r = /EX , # , 0] / [xo
,
X] <(1K) /

Analogamente la rettas ha equazione X,
=0, cioe

5 = 4[X0 .
0

,X2]/ [Xo ,Xa] EIPYIk)]
Uso le coordinate indotte su re s per verificare che to e una transformazione proiettiva



Teorema

Parto da P = [a , b , o] er e mi chiedo chi eo(P)

Devo scrivere un'equazione per (10
,
P) el punto (10

,
PI 15

L'equazione di L10 ,Pl si trova imponendo det( = o

Sviluppando-bx + ax + (b-a)Xz = 0

L'intersezione (10
,P) es si trova risolvendo

S -bxo + ax + (b-a)Xz = 0

X1 = 0 =>brotlb-alxa =0

che ha come soluzione [b-a
,
0

,b)
Da questo calcolo si vede che , in coordinate, to e descritta

dall'applicazione lineare r - S

[a ,b)l [b -a
,b)

e quindi e una trasformazione proettiva
Isi verifica che una matrice associat e invertibile

Se re s sono rette in PCV) e f : r is una transformazione proiettiva

allora f e una prospettivita rispetto a un qualche punto o

se e solo se A= MS e fissato da f

DIMOSTRAZIONE

=> e chiaro dalla costruzione diTo

=>Sia f : r is transformazione proiettiva +.c . f(A) = A

Cerchiamo il punto O della prospettivita
Preso BERYA) ,

considero fIBIES . Siha Che f(BIA perche f e iniettiva

Prendo B'Ery/A ,B) , considero f(BES/A
, f(B)

L'ipotetico punto O deve stare su ((B
,f(BI) e ((B1 , fIB'),

due rette distinte

Considero O = ((B
,
f(BI) n L(B1

,
f(B'

Voglio mostrare che f=

Noto che (A ,
B

, B') e (A
, f(B)

,
f(BY) sono riferimenti proiettivi di r e s

,

e per costruzione f e No coincidono sul riferimento

Quindi F = Mo

NotA in realta to e la restrizione adr di una funzione

PN1 -101 > S la proiezione da 0 a s

Pl = (10
,PS1S

E una trasformazione proiettiva degenere,

cioe

l'applicazione lineare associata ha un nucleo non banale,

e dunque non puo essere definita su tutto PCV



Carte affini e punti all'infinito

Def.

Proposizione

Def.

InMIK)
, per ogni i= o

.... in paniamo
Hi = /xi= 0) i-esimo iperpiano coordinato

Vi = Pr((k) - Hi = <Xi +0 )
Come spazi proiettivi ,

Hi EP
*

(1)

C'e una bigezione naturale tra

Vi e Ik per ogni i = o,...
n

La denotiamo ji : /Vi
,

chiamata i-esima carta affine

DIMOSTRAZIONE

ji : /kn - Ui
i

]eU dato ea

La sua inversa e

ji" : Vi - Ikh

[x...ji o-
e ben definita perche Xi +0, e perche se prendo un altro rappresentante

Wo
....,

XXn) del punto [xo
....,Xn] , attengo (....

E immediato verificare che sono inverse

jo ja e ....,
Xn) = j([Xe ....,

1
,
---

,Xn]) = (1
, ...,

Xn)

joj([...,3) = ji( ... ) = [ ...
a .....] = Ear

,Xi
, ...,
Xn]

Quindi abbiamo IPCIK) = Hi u Up per i=o.... in
112

PN-(K) IKM

Quindi P(/K) puo essere pensato come un'estensione di 1k",
in cui si aggiunge un""

(lk)

Per convenzione
,

si usa jo : /k"-Uo["(1K) per pensare IK" in IPCIK)

I punti di Ho si chiamano punti all'infinito Crispetto a jo)
e Ho si chiama piano all'infinito

esempio IP' (IK) = 00Ho = /Kv(pt)
PCR) =R PURI

insieme delle direzioni di IR



Proposizione 4) Se K e un sottospazio proiettivo di P"(IK) e KKHo
,

la sua parte affine e jo /KnU) <Ikh

ed e un sottospazio affine. La sua dimensione affine euguale
alla dimensione proiettiva di K

(2) Sia Z7Q un sottospazio affine di /kn

Allora Z e la parte affine diun Unico sottospazio proiettivo di P"(IK),
la chiusera proiettiva di Z, le ha la stessa dimensione di Z

C'e una bigazione indotta da jo tra

ssp affini di Kh condimk e ssp proiettivi di IP(IK) di dimk
,

non contenti inHo

DIMOSTRAZIONE

(1) Sia K= dimk. Abbiamo detto che K si puo vedere come il luogo
di zeri di un sistema lineare di rango n-k = (n+1)- (k+ 1)

del tipo 910 % + ... +AinXn =0

E ank
,
o

Xo +... + AnknXn = 0

Un punto di IK" (X
....,

Xn) di IKh sta in jo" /KeUo)

=> jo(Xe , ..., Xn) = [1 , Xe ....,Xn] EKnUo, cioe se vale

E anXe + ... +denXn = - Ano

An-k
, 1 X1 + . .. + Ank,nXn =

-Ank,o

Il rango di questo sistema non omogeneo (completo) e ancora n-K

Dall'ipotesi KeHo
, segue che jolKnVol + 0

,
ciol il sistema

non omogeneo ammette soluzioni, quindi per Rouche-Capelli
i sistema descrive un sottospazio affine di codimension n-k in 112,

ciol di dimensione k.

(2) Prendo Z = Ik" con dimz = k
. Questo Sara descritto da

un sistema lineare non omogeneo Ax = b

rnk(A) = rnk(A1b) = n-k

Chiamo Z il sottospazio proiettivo di Pr(IKI descritto dal

Sistema lineare omogeneo
7bIA) =0 dove =(

Visto che rule (-blA) = rak (Alb) = n- K
,

Z ha dimensione proiettiva k

Per costruzione, la parte affinedi E ez

Per l'unicit di E, se Z'e una qualche chiusura proiettiva di Z,

ciol un sottospazio proiettivo di P/IK) con parte affine Z
,

devo vedere che z=

Notiamo che dimz' = dim Z

Considero Zin E
.

Se z' + E
,
dim Z'n ZdimZ

, per cui

la parte affine dell'intersezione Z'nZ avrebbe pure dimensione minore.

Questo e assudo perche jokz'nE)nVol>z e quindi
deve avere almeno dimz



Def.

Def.

Proposizione

Dalla dimostrazione, segue che la chiusura proettiva di un iperpiano affine

di equazione a , Xi +... tanXn = b ha equazione-byotan+ ... tanXn =O

Si puo pensare di sostituire Xil > ed eliminare il denominatore

Questa procedura si chiama omogeneizzazione, e si applica
anche a polinomi di grado pil alto

Un polinomio pelk[X....,Xn] si dice omogeneo di grado d

se tutti i monomi con coefficiente diverso da zero hanno grado totaled

Nota : soltanto i polinomi omogenei definisono dei luoghidi zeri nel proiettivo

esempio in /K2
,

la retta affine ax +by+ c = 0

ha chiusura affine Cotax+ bxz =o

L'unico punto all'infinito di questa retta si ottiene intersecando

con Ho = /x =o) e si ottiene il punto [0 ,
-b

, a] Eto
-

Vettore direzione della retta

Se ZelK" e un sottospazio affine
,
i suoi punti all'infinito sono i punti di Ento

Siano r
,
S due rette affini in IK".

Allora re s hanno lo stesso punto all'infinito se

e solo se sono parallele

NOTA : (1) una retta affine ha un solo punto all'infinito

12) per n = 2
,

IK2 = P2(KI
, questo e chiaro da quanto visto finora

DIMOSTRAZIONE

calcolo il punto all'infinito di una generica retta

r= (p + tu/telk) dare pelk" ,
welK"You

La chiusora proiettiva F e descritta dall'equazione parametrica

F = 4 [te
,

teP ++20] / [te
.
ta] eP

> /KIS
i Kn

Infatti, queste equazioni parametriche descrivono una retta, perche
sono della forma [t , (1

, pl + +z(0
,ul]

Inoltre la retta descritta passa per i punti [1 , PS per te = 1
,
ta= o

Korrisponde a pelk") e [1 , P +r] perfe = +z = 1 (corresponde a p+relk")

Segue che l'eq .
parametrica descrive proprior

Il punto all'infinito di F sitrova imponendo che la O-esima coordinata

in [tr
, tep + +20] sia O

,
cioe te = o : l'unico punto all'infinito

e quindi [0
, tzu] = to

, u]
Quindi una qualsiasi retta affine inlk" con direzione welk"-401 ha

come unico punto all'infinito [0
,07

Segue che r e s si intersecano all'infinito se e solo se

hanno la stessa direzione (cioe sono parallele

Quindi IP (IKI = U. U Ho = /Kundirezioni in 1K4)



Affinità e proiettività

Proposizione

Lemma

Il gruppo delle affinit Aff(Ik") (ioe funzioni

#IK" : 01 <Au + b dore AtGLn(IK) ebelK")

si identifica naturalmente con il sottogruppo G-PGLn+ llk)

delle proiettivita f:"(/K) -IP"(IK) che fissano Ho,

co F(Ho) = Ho

DIMOSTRAZIONE

Innanzitutto e chiaro che GcPGLn+ (lk)

Prendiamo FEG e fissiamo MEGLn+ (IK) che rappresenta f.

(sociviamo M = (b** dove At Man (lK)
,
delk

,
b

,
celk"

Una f come sopra soddista F(Ho = Ho

se e solo se c= 0

DIMOSTRAZIONE

Il punto generico di Ho e descritto da To
,
a
, .... an] dove aielk non tutti nulli.

Affinch FIHo) = Ho
,

e necessario e sufficiente che la O-esima coordinata

di M/) cia

La O-esima coordinata e data da d. 0+ aici

Questa quantita fa zero Fla ,,..., an) se e solo se c = 0

Quindi se M rappresenta feG ,
M = ( *)

Ora posso anche dire che

· delk*
(perche M e invertibile (

· AEGLn(IKI

Visto che M e definita a meno di riscolamento, posso supporte d= 1

Ora definis C : G - Aff(lk"(

= I flika inteso in IP/1KI con jo
4) e ben definita : · 4/f) e una funzione IK" : IKV

.

cioe Up Uo

perche f(Hol = Ho> f(Uol = Vo

· &(f) Afflik" : infatti
,

dato relk" jot

4(f)(v) = f([1 , 03) = [m . (f)) = [( * ) · (f)] = [n ,
Au+b) = Au +b

e quindi e(f) e un'affinita

(2) e un omomorfismo

(3) e iniettiva : abbiamo visto che M e univocamente determinata da A eb

14) e seriettiva : se voglio oftenere l'affinita 01-Au + b
I

basta Considerate

la proiettivita indotta dalla matrice M = ( *)



Def.

Dualità

Proposizione

Oss La restrizione di f all'iperpiano all'infinito Ho EIP" (IKI

e descritta dalla matrice A
,

che e coerente con il fatto

che Ho si identifica con le direzioni di IK", e

l'affinit VI > Auth trasforma le direzioni tramite la matrice A

esempio nell'equazione a. Xo + a , X1+ 92Xz = 0 di una retta in P2(1K

C'e una simmetria tra i coefficienti a; e le variabili Xi

Se fisso gli ai (non tutti nulli, e posso anche riscalarli

l'equazione e l'equazione di una retta

Se fisso gli Xi e lascio variare i coefficienti ai,

descrivo l'insieme delle rette passanti per un punto dato.

Formalmente l'equazione rimane una retta, nella variabile [ao
, an

,
92]e(1K)

Questae una manifestazione della dualita in contesto proiettivo.

Se V e uno spazio vettoriale su IK di dim- finita,
il duale di V e V *= Homik (V

,
1K)

Se (v) e base di V
,

c'e una base duale associat (v) di V
,

descritta da V* (V) = Sij

Lo spazio proiettivo duale di PIVI e lo spazio proiettivo

P(V)* = 1P(V* ) = P(Hom(V
.
(k) (

Oss Visto che dimikV ,
VEV * (non canonicamente),

quindi P(V) EIP(V)
*

(non canonicamente(

L'isomorfismo canonico VEV** induce

un isomorfismo canonico P(V) =P**

C'e una bigezione naturale

0 : PCV) *
- Liperpiani di IPCV) /

DIMOSTRAZIONE

Definiamo &([f]) = P(Kerf) = PIV)

dove f : V > /K
,
fo f soriettiva, quindi Kerf e on iperpiano in V

· Q e ben definita, perche se [f] = [g] = f = 1g = Kerf = Kerg
quindi p([f]) = P([g])

· iniettiva : se no [f] , [g] e IP(V)* +. c
. P(Kerf) = PlKeral

allora Kerf = Kerg = F = Xg per Xe/K*

Completando una base di Kerf = Kerg a base di V aggiungendo
un vettore v

,
seful = <

, glu) = B
,

so che &
,Belk* e f = xg per x=)

Quindi [f] = [g]
·I e suriettiva : se H=P(V) e un iperpiano, scriviamo

H= PCWI doveWEV e un iperpiano

Adora V/W ha dim 1 e fissato VIWEIK,
posso prendere come f :V-1 la composizione
V-VINEIK

Sina Kerf = W
, quindi q([f]) = IP(W) = H



Def.

Proposizione

Se R e un rif
- proettivo di /PCV) e (vi) e una base normalizzata di V rispetto a R,

la base duale (v* ) induce un riferimento proiettivo in PIV)*

(dato da Pi = [V* ]e Pm =[* ] ,
dove n = dimV (

che si chiama riferimento duale
,

R*, e quindi delle coordinate omogenee su P(V)*

esempio de coordinate omogenee rispetto al rif
-
duale del rif - Standard

di P21K) della retta AoXotaXi tazkz = o sono proprio [ao
,
an ,as]

Analogamente le coordinate standard dell'iperpiano A.% +... +anXn = 0

sono [do, ....an]

Sia SE/P(VI sottospazio proiettivo di dimk
,
e sociro S= PIN)

con IVEV
,

dimW = k+ 1 e dim IPCV) = n

AnuW = If : V /KIfw =04V *

e un sottospazio vettoriale di dimensione (n+ 1) - (k+ 1) = n-K

Per-11ken
,

definisco

Sk : /Ssp proiettivi SEP(V)
,

dims= k) < /ssp proiettivi TEPCV*, dimT = n-k-1
come Sc(s) = PCAnn (Wil dove S = PCW)

& e beinivoca per ogni -1 = k= n

Oss per k= n-1
,

Sn : Liperpiani diP(V)) - <punti di PTVI* (
e l'inversa della funzione della proposizione precedente

per k= 0
,

So : / Punti di PCVI) > /iperpiani di PCV)* /
P1 > /HEP(V)* iperpiano di IPCV) +

.c. PCH)
So coincide con Sn, applicata al caso di PNVI*,

visto che PCVI**
EP(V)

DIMOSTRAZIONE

· Su e iniettiva

se P(Ann(w)) = PlAnnIwal) => AnnWe = Ann Wa =V*

=> We = Wa

(se fossero diversi
,
usado una base appropriata di V

, potrei costruire

FiV >K +c
. flw

,

= O ma flur =Ol

=> P(W1) = IP(W2), che do l'iniettivita

· Su e surriettiva :

dato T&IPCVI* di dim n-K-1

sorivo T= /P(z) dove ZeV
*

sottospazio vettoriale di dim n-k

Pongo W = 1 Kerf= Korzi (Izil e base di 2)
f-z

Questo IV ha dimensione (n+11-(n-k) = k+

e si ha Z= Ann W

Seque che dim(W) = ke S(P(W)) = T



Proposizione

Principio 
di dualità

Poniamo S : (ssp proiettivi diP(V))1/ssp proiettivi di PCV)*
dove S(SI = Sk(s) se dimS = K

Siano S1
,
S2 due sottospazi. Allora :

(1) S1ES2 = S(S1)8(S2)

12) S(LIS1
,
Sall = S(5 .In S(Sal

13) SIS . Sal = LIS(S1)
,
Sisall

In altre parole, la dualita inverte i contenimenti e

scambia intersezione e somma

DIMOSTRAZIONE

Siano S.
= P(W)

,
Sa = PlWal

(1) Se [S2 = We =W2 => AnnW. > AnnW2 = IPCAnuWl - IPCAnnWel

12) [f] = S(S. In S(S2) #> f <AnnWinAnnW2

=> feV fIw = O
, flu =O> fIWtW =O

=> feAm (wi+Wal

=> [f] E P(Ann(Wi+Wall = S(IP(we+Wall = S/L(Se
,
Sall

13) Si riconduce a (2) usando il fatto che tramite l'identificazione

tra V &V**, un sottospazio W corresponde a Ann (Ann (WI),

per cui 806 : PN) : PCI*PNI e l'identita.

Infatti
, posto Si = SITil (dove ora Sva da PCV(* in IPCV**

= PCU (

e Sz = S(T2)
,
Otteniamo S/S, 152) = S/S(T1ln Stall

Applica (2) a S(T1) n SITzl = S)LITI
,
Tal), quindi

SisinSal = S(S/L(T1
,
Tall) = L(Te

,
Tz) = LISTS:)

,
SiSal)

(da Si = S(Ti) Otteniamo Ti = S(Si) Poiche S = id)

In alternativa, si potera scaricare la dimostrazione sul fatto

Ann (We +Wal = Ann (WesnAnn(W2) e Anu (WinWal = AnnWe + AnnW

A volte si identifica PCVI con IPCV)*

Ad esempio, se V = /KH /per cui l'esistenza di basi canoniche

determina un'identificazione VEV * )

In questo contesto
,
la dualita stabilisce una correspondenza tra i sottospazi

di uno stesso spazio lappunto quando PCVI e PIVI* sono identificati (

Sia P una proposizione che riguarda intersezioni
,

"

somme,

e contenimenti di sottospazi in PCVI,e sia P* la proposizione
attenuta da P tramite i seguenti scambi :

= 2 - -

1 > ((., ) (1 , ) > +

dim = k-n-k- 1 (n = dimP(V))

Allora Pevera>P# e vera

Segue da quanto detto finora.



Proposizione

esempio Sia P : "In un piano pediettivo due rette distinte si intersecano

esattamente in un punto,

Se l e una retta e dimVI* = 2, la duale S(2) = 2*

ha dimensione n-K-1 = 2-1-1 =0,per cu &*
e un punto

Invece
,
il duale di un punto ha dim 2-0-1-1,ciol e una retta

Quindi P: "In un piano proiettivo, due punti distinti generano

esattamente una retta,

esempio P : "In P3(1K)
,
siano le

,
la rette e Pe3(K) +

.C
.

Minla =q e Pelula
,

allora 7 ! retta le11K) +
. c .
Milita

,
ene to , Pel

Abbiamo gia visto che P e vera

Il duale di una retta ha dim 3-1-1 = 1
,

ed e una retta.

Il duale di un punto e un piano (3-0-1 = 2)

linl = 0 = ((l
,
2) = 0*

= P*((K) e
, per Grassmann ,

questo e equivalente a 12 = d

Pe = (P) 19 = (P***

e analogamente <P** &*

L'ipotesi di P* "In PP/K/* siano It
,
C*, Q = [P/* due vette

eun piano c.

Cl = 0 e C * Q i = 1
,
2 ,

Dualizziamo la tesi
,
otteniamo :

"I ! retta l*
+

.
c

.

Q*, ene
,
land + O,

dove abbiamo usato che la dualedi Inli = a e l* ne*=

Riassumendo , P*: "In //K/* siano l*,*, Q = [P/* due vette

e un piano t
. c. l* = 0 e e**Q i = 1

,
2

,
allora

7. retta l*
+

.
c

.

Q*, ene
,
landO

Sia SEPIV) un sottospazio proiettivo. Allora

SIS) = >HIPNI iperpiani , SeH) = PNI*

DIMOSTRAZIONE

Sia S=P(W) .

Allora S(S) =P(Ann(w)
Ricordiamo anche che PIV*

= /iperpiani di PMV)

tramite [Q] =Pikeryl

Dunque [4] eS(s) = peAnn/NIYouW =Kera
= P(N) =Pikera)> Seiperpiano associato a [4]

SIS) = sistema lineare di iperpiani di centro S =

= /HeP(VI iperpiano
,

S = H)
Un sistema lineare di dimensione 1 si chiama fascio

(dim S1S) =1> dimS = n-2
,

n =dimP(V))

esempio l'insieme delle rette passanti per un fissato punto P. EP/1K)

e un fascio di rette



Proiettività duale

esempio Se/1K) = VoUHo = (+000=0)
,

con UoEK
=

Sia QP(IKI e sia Fil fascio di centro Q.

Sia poi F = /Jo'r)
, ref) ,

dove Jo : /K-Uo e la carta affine,

cioe y e l'insieme delle parti affini delle rette di 7
Se QeUo

, J e un fascio proprio di rette affini : e l'insieme

delle rette affini passanti per Jo(Q)

Se QUo, J e un fascio improprio di rette parallele
le cui chiusore proiettive si intersecano in Q)

Oss Se [f] , [g] ePCVI
*

generano un fascio, tutti glialtri elementi

del fascio sono della forma [f +Mg] ,
X

, u non entrambi nulli

Concretamente se f(xo ,X ,
x) = axo +bx+axa e g/o ,

X
,Xa) = akotb'X+ CX2

sono equazioni di rette distinte passanti per Q in P2(K)
,

allora

qualsiasi altra retta passante per Q ha equazione (Xf +ug)(Xo ,
X ,x) = 0

per qualche X
. u non entrambi nulli

OSS Poiche agni sottospazio di PCVI* e della forma FIS) per qualche SCPCVI sottospazio,

ogni sottospazio di iperpiani di PIVI* e proprio l'insieme degli iperpiani
che contengono un fissato S.

Sia F : /PN) -IP(W) un isomorfismo proiettivo
Allora F = [4] con Q : V > WV lineare

e J*: W *
> V*

mappa duale
,
definita da (*) = xo4 FLEW*

La proiettivita duale i

f*: PCW)* - PN* indotta da 4*

Le ben definita perche /M4)* = XQ*, e se y e invertibile
,

lo e anche C*)

Possiamo interpretare f*
come una mappa sugli iperpiani di IPCW),

cive' dagli iperpiani di IPCWI in quelli di PCV

E facile rendersi conto che f* (H) = f(H)

Fissati un riferimento preiettivo su PIVI e PCW), abbiamo basi normalizzate e

coordinate proettive su P(VI e PIW), che inducono basi duali su V* e W*,
e dunque coordinate omogenee anche su P(V)*

e P(N)*

In queste coordinate
,

se f e rappresentata dalla matrice A,
f * e rappresentata dalla matrice AT



Birapporto

Def.

Proposizione

Def.

Corollario

A spazio affine su IK

Un riferimento affine e P
...... Pr

,
Pri EA" non contenuti in un iperpiano

induce delle coordinate affini

Nel caso n = 1 ottengo una retta affine Al
1

Le coordinate affini identificano
&

·

P2 Pr + Pa

AEIK Pr

Pr
.
Pa

.
Ps EA' con P

i + Pa

Il rapporto semplice [P., P2
.P3] := le coordinate di P3 rispetto al riferimento affine dato da P

, P

· z = [P
,
Pa

,P3]

In qualsiasi riferimento affine

[P
,
Pa

,
P3] =

z3 - zi
con ZielK coordinata di Pi

zu - z1

DIMOSTRAZIONE

III Se il riferimento e /P
,
P2) :

[P
,
Pe

,
P3] =

z3 -0
= 23

1 - 0

12) La formula e invariante per trasformazione affine flz) = kz+ b
,

k+ 0

zi - kzi + b

Sostituisco :
(kz3 +b)- (kz1 +b) zy - zi

=

(kza +b) -(kzi + b) z2 - zi

Concludo perche due riferimenti affini (P.,Pa) e (Q
, Q2)

sono sempre collegati da una transformazione affine

flzl = kz+b tale che f(Pil = Qi

Se f : A' : Al e un'affinita
,

[P.,Pe
.
Pa] = [f(Pul

,
f(Pal , f(P3)]

Nel caso proiettivo :

Un riferimento proiettivo di PCVI e P
, , ...,

Pri
,
Patz +

. C.

+ 1 di questi non stanno mai in un iperpiano proiettivo

Retta proiettiva : i riferimento proiettivo dato da Pr
,
Pa

,
P3 distinti

induce delle coordinate proiettive [X.M]
P, ha come coordinate [1

,
0],

Po
P2 ha come coordinate [0

,
17

Py ha come coordinate [1 , 1]

Pr
,
Pa

,
Pa

,
Pa EPIV) retta proiettiva

Pr , P2
.
Po distinti

Il birapporto B(P1 .
Pr

,
Pa

,
Pal elkulo , e

B = M dove le coordinate di Pr sono [X
,u) rispetto alriferimento Pr

,
Pa

.
Po



Proposizione

Corollario

esempio Se Pa = Pe
, B = 0

Se Pa = Pe
, B = 0

Se Pa = P3
, B= 1

Oss B(P .
Pa

,
Pa

,
:) : /NI > Ikulds e una bigezione

Belo ,
1

, 84 > Pr
,
Pa

,
Pa ,Pr non sono distinti

Siano Pr
,
Pa

,
P3 ,PrEP(VI retta proettiva, con Pr

,
Pa

.
Po distinti

Sia fissato un riferimento proiettivo

Siano [Xi
, M: ] le coordinate di Pi

.

i Xa 13

Ma My
B(P .

Pa
,
Ps

,
Pal =

DeMr M3

DIMOSTRAZIONE

III Questa formula e ben definita

[xi
,Mi] = [Kii

, kMi] si semplifica il fattore

(2) La formula e invariante per proiettivita
AEPGLallk) =1()lad-bc+Ol ~

dove AnkA K+ O

A[xM] = [A - Cl
,

As (i)]
A = (d) A . (i) =I

Xa 13i Use
A(ii). Alu ii)

7

i=...
e

Re 13Binet
is en un

131 Se usiamo il riferimento proiettivo Pr
,
Pr

, Pz e Vera :

[x
, Mn] = [1 , 0]

,
[xa

, Maj = [0 , 1] [x3 , M3] = [1 , 1] ,
[xc

, Ma]
Mis

B(P .

Pa
,
Ps

,
Pal =

O Na 11
=Mu

1 Mu 01

Si conclude perche qualsiasi cambiamento di riferimento proiettivo
cambia le coordinate attraverso AEPGLz(K)

Oss Il fatto che il membro a destra non cambia VA
ci dice anche che 3 e un invariante per proiettivita



Proposizione

Teorema Se Pr
, PriPa

,
PuEPIV)

,
Qi

.
Q2

,
Q3

,
QuEPCWI rette proiettive

con Pr
,
Pa

,
Pr distinti

,
Q1

,
Q2

,
Qu distinti,

If : PNI ,PIW) proiettivita t
. c . F(Pil = Qi i= 1,..., 4

se e solo se BIP1 ,
Pa

,
Pa

,
Pul = B(Q ,

Q2
,
Qu

,
Qu

DIMOSTRAZIONE

Prendiamo P
,
Pr

,
Po rif

. proiettivo di PNI

Q
,
Qu

,
Qu rif

. proiettivo di PCW)

Sappiamo che 719 : PN1 >P(N) +.c
. g(Pi) = Q: = = 1

,
2,3

Dobbiamo mostrare che g(Pul= Qu # BIP1 ,
Pa

,
Pa

,
Pul = B(Q ,

Q2
,
Qu

,
Qu)

Con questi riferimenti proiettivi , g = [I]

Pu = [NM]
, B(P .

Pa
.
Ps

.
Pul = :Qu=XiM'] , BIP1 ,

Pa
.

Pa. Pul = M
g(Pul = [X

, M] = Qu =xm = /P ,
Pa

,
Ps

,
Pul = B(Q ,

Q2
,
Qu

,
Qu

(zu - z1)(z3 - zu)Oss Scriviamo zi = M elkuh) : /P ,
Pr

,
Pa

, Pul =

(zu- zz)(z3- zi)

Parentesi : Una proiettivita di PIVI retta proiettiva, dopo aver fissato

un rif . proiettivo, e determinat da APGLz(K) A= [a] ,
ad-bcto

A([XM]) = Lax+bu ,
<+dM]

ci+dM
=

c+dz
z= [X , MJ1Tax+bu ,

c+dM] ax +bua+bz

Quindi z1 >+dz

a+bz
e una trasformazione lineare fratta

Se Ik=C
,
si chiama trasformazione di Mobius

Funziona anche se z = 0 1 -
· z =-i

Sono bigazioni Ikuls)-1Kuhs !

esempio z1

Cosa succede se permuto i 4 punti in B(P1 ,
Pa

.
Pa

, Pul =

Ka-z1)(z3-za) ?
(zu- zz)(zz- zi)

Le permutazioni di V=did ,
(12)(34)

,
(131(24)

,
(14) (231) non cambiano

Usando tutte le possibili permutazioni, cio la classi Su Va , si ottengono i

possibili valori di B :

S =(B , 5 ,
1- B , i , 8,

Sia Charlk + 0 e P1,Pr
,

Pos
,
Pa distinti B+0

,
1

,
0

Si definisce j(B) =
(B2-B+ 1)3 Elk
B

2

18-1)2

B'ESE)j(p) = j(b))
(1k= RoK)

DIMOSTRAZIONE

# conto naioso

E gl = (2-X+1) - j(B1x2(x-112

Se i valori di S sono distinti
,

sono le radici di 9
Infatti j(s) = j(b)> als') = 0 (perche dega= 6)

In questo caso ho concluso



Def.

Corollario

Teorema

Def.

I soli casi in cui ci sono ripetizioni :

&
=-11: : j() = 0

In questi casi /facendo i contil

(1) 9(x = (X+ 112 (X-2(2(X-E) non ci sono altre soluzioni

(2)9(x) = (x+3(3(x+ 323

j(B) : = j)B/Pr ,
Pa

,
Pa

,
Pull e il modulo dei a punti distinti Pr

,
Pa

.
Ps

,
Pu

Pr
,
Pa

,
Pa

,
Pu EPIV)

,
Q1

,
Q2

,
Qu

,
Qu EPIWI rette proiettive

quaterne distinte con 1K= /Ro C

7. 5 : PNI : PANI proiettivita +
. c

.

f((P1
,
Pa

,
Pa

,PuY) = [Q1 ,
Q2

,
Qu ,Qu> hanno lo stesso modulo

DIMOSTRAZIONE

Due quaterne hanno lo stesso modulo hanno lo

stesso birapporto dopo averpermutato una delle

due quaterne opportunamente
=> If che manda (Pil inQi) per il teorema visto prima

Applicazioni : dimP(V) = 2
a r1

M
, r2 ,

ta distinte
· Q2. 52
O ·Q3

Q E3
ru

I duali di ri sono punti P: eP(V)*

Il duale di O e una retta sePNI* che contiene i P:

B(V ,
Fa

,
E

,
ru) := B(Pe ,

Pa
,
Pa

,
Pul

esercizio seIPCV) piano proiettivo +
. c. o es

B(T1,a ,3 ,al = B(Q1 ,
Q2

,
Q3

, Qul

B(Q ,
Qu

,
Qu

,
Qu) non dipende das

E chiaro perche le quaterne cosi attenute sono collegate
tra loro tramite prospectivita

Oss /P ,
Pa

,
Pa

, Pul =

(zu - z1)(z3 - zu)

(zu- zz)(zn- zz)

Se zu =0
, Blzi , za,Zs

,

8) =
z3-z

73 - z1
e il rapporto semplice [21

, 22
, [3]



Def.

Def.

Def.

Proposizione

Coniche proiettive
Sia charlk + 2

Ika [Xo
,
X

,X ] = > polinomi omogenei di grado 2 nelle variabili Xo
,
X ,X250/0

e uno spazio vettoriale con base 48
,
Xi

,
X

,
Xox

, Xoxa ,
Kika

quindi ha dimensione 6

Una conica proiettivae

C = [P] e PlKz[Xo
,
Xe

, X2]
Il supporto di C e il sottoinsieme di P2(1K)

V (x = (x= [Xo
,
X

,x2] : p() = 0 C

Oss In generale , p non e una funzione P2(1K) - 1K

ma e ben definito il luogo VICI in cui p(x)= 0

X= [xo,] = [No ,
X

, May X0

PSMo
,
M

,
(2)=PCXo ,

X
,
/2) perche p e omogeneo

Inoltre se sostituisco p con Xp
,
XO, il luogo di zeri non cambia

f : P-(1K) > P-(1K) proiettivita

Data C = [p] conica nel dominio
,

definisco f(() Conica nel codominio nel modo seguente
Sia MEGLz(IK) che realizza f

f(C) : = Conica con polinomio po M-1

5)VII) =VIf(()

DIMOSTRAZIONE

Tesi : [x] EV (f(()) #> [x] e f(V12I)

[NEVIf(()) (pOM-((x = 0
,

x =(i)> p(M+ x) = 0

=> [M+x]eV(p) > fi([v) e V(p) => [x]ef(Vic))

Due Coniche Ce C'in P2(/K) sono proiettivamente equivalenti
seJf : -(1) > P21K) proiettivita +

.c. C = f(c)

OSS f , g proiettivita di P2(/K) allora f(g)c)) = (fog)(c)
Infatti f(g(()) = f([poG")) = [poG"oF"] = [po(FoG)") = (fog)(C)

Grazie all'osservazione, e ovrio che essere proiettivamente equivalenti e

una relazione d'equivalenza per le coniche

Concretamente : p(x) = ax +b + c +dtextfix con a
,bic

,
die,f non tutti nulli

#==
Se una proettivita f e rappresentata da una matrice MEPGLs/IK)

,
allora :

se C e rappresentata da p(x) =*xAx
,
allora

f() e rappresentata daxtM-AM-X

Infatti : +x+
M+ AM -x = ((M- x)A(M+x) = (POM-)(x)



Corollario

Teorema

Teorema

A
,
A'E Gly (IKI simmetriche rappresentano

due coniche proettivamente equivalenti se e solo

se JMEGLy(IKI
,
NelK* +. c .

Al = XtMAM

Ava sono proettivamente congruenti

Cconica C = [p] rappresentata da [A)eSy(IK) dore Sallk) = Imatrici simmetriche 3x34 =

C'conica C'= [P'] rappresentata da IAJEPSy/Ik) = IKz[Xo
,
Xe

,42]

Ce C' sono proiettivamente equivalenti JMEGLy(1k) JxeK* +.C
. Al = X-MAM

Dall'algebra lineare :

· selk= C
,
A'vA> rnkA = rnkA

· selk =R
,

AvA' e SIA) = -(A) a meno di scambiare it ei

Ogni conica proiettiva su e proiettivamente
((k= (C) equivalente a una di queste :

(1) X5 + Xi +x2 = 0 link 3) A=I

(2) X8 + X = 0 (ink 2) A =1 -ol

(3) X8 = 0 (rnk 1) A= (o))

I1 e detta non degenera
221 e detta degenere

X8 + X = (Notix)(Xo-[x] Xo + IXy= 0

Il supporto e l'unione di due rette distinte
Xo-iX = 0

(3) e detta doppiamente degenere
V= - Xo =0

Il supporto a l'unione di due rette coincidenti
Xo = 0

Ogni conica proiettiva su R e proiettivamente
11k = IRI equivalente a una di queste :

(1) (8 + Xi +X = 0 (3
,
0

,0 & Unk 3

(2) X8 + Xi - x2 = 0 12, 1
,
0

(3) (8 + Xi = 0 (2
,
0

,1)) ruk2

(4) X8 - Xi = 0 (1 ,
1

,
1)

(5) X8 = 0 (1
,
0

,
2) ruk 1

I) e detta non degenere con V = a

12) e detta non degenere con V+Q

(3) e detta degenere con V = 150 ,
0

, 17) ·

(4) e detta degenere
X8 - Xi = (o +M)(Xo- M)

(5) e detta doppiamente degenere



Def.

Def.

Def.

C= [P] conica proiettiva LIk= RoD)

t
.
c

.
No P

PE(K)=o U Ho UoElK2

Exoto Ex=0
P2(1K) = IKU Ho

La parte affine di C e la Conica affine F(X ,y) = pl ,Xy)

(polinomio di 2ogrado in X
, y a meno di costante

Oss degf = 2 perche xotp

esempio A = 24 + 34 -AXXa + 5 XiXa

f = 2 + 3x2 -4y+5xy

Oss VIf) = VII n /k2

DIMOSTRAZIONE

(x
,y)eV(f) f(x,y) = 0 = p( ,

x
,y) = 0

= [1
,
4

,y]cV(D)

Data C Conica affine C= [f)
,
f(x

,y) di 2ogrado non necessariamente omogeneo,

il completamento proiettivo di C e la conica proiettiva

rappresentata da Pl ,
X

,(2) = X8f) polinomio omogeneo di zo grado

esempio f(x ,y) = 3+-y +xy + 7yz

po , Metal = x8/3+-+ +7) = 343 +Xok - Voxz +xexz + 7x2

Oss Questa operazione e l'inversa della precedente

Richiamo : F(X,y) affine si descrive come

f(x, y) = (xy)A() A simmetrica A=
cioe f(x,y) = xx + By r+xy+x + ey + n conc= n ,

b =) , =L
f e non degenere se rnkA=3

se f e non degenere e non vuota, allora e :

· un'ellisse se det >o

· una parabola se det=o
-

· un'iperbole se detA10

Il completamento proiettivo [ di C a descritto

dalla stessa matrice A

Quindi rnk = rnkC

Quindi se C e iperbole ellisse parabola, allora

I e una conica non degenere non voota

=>e unica a meno di proiettivita

I punti all'infinito di C sono i punti in EnHo



Teorema

Tangenti a una conica

Proposizione

C conica affine non degenere e non ruota

C e una ellisse parabola iperbole El

i punti all'infinito sono rispettivamente 012

O

DIMOSTRAZON (( #o

C

P(o ,
Xe

,
Xal = (oXX2)A(

Ho = <Xo = 03
I punti all'infinito sono i punti [Xo ,

X
,X] che soddistano

(o)A) = o
=
(x)(=0&

Xo = 0
&

Xo = 0

A identifica una forma bilineare simmetrica suR

I punti all'infinito corrispodono alle rette isotrope di

Ci sono 3 casi :

· se FA) = (2 ,
0

,
0 o 10

,
2

,01 non ci sono punti all'infinito

=> det > 0 : ellisse

· se ra) = (1
,
1

,
0)

,

A= lot) ha z rette isotrope
# det0 : iperbole

· se ra) = (1
,
0

,
11 0 10

,
1

,
1) , =/8) ha 1 retta isotropa

=> det =o : parabola
Oss : (0

,
0

,
21 non puo presentarsi se rnkA= 3

Supponiamo che IK = Ro IK= K
,

anche se diverse cose valgono in generale

Sia C = [F) una conica proiettiva in PTK) e r una retta in P2(/K)

se /VIInrk +o
,
allora IVKInrl2

e se Ik= K
,
siha (VCInr1 > 1

DIMOSTRAZIONE

Parametrizziamo i punti di r come [Xr+Mar] dore P = [V)
,
Q = [W] ,

PtQ
,

P
,
per e [xMJek

I punti di V(2) er corrispodono in questa parametrizzazione alle

"radici omogence , del polinomio (punto [X
, MJ che annulla il polinomio

G(X
,M) : = F(xu +Mw) = F(x5+Mu ,

Xa + Ma ,
Xuz +Muz)

dore v= 100
, M

,
821

,
w = (Wo

,
w

,
wal

Il polinomio G/X
, u) e omogeneo di grado 2 in X

, M.

Se G(X
, ul fosse il polinomio nullo

,
arrei che reV(C),

contro l'ipotesi IVKI1r/ +o (sto usado che 11K1= +o

Dunque G non e il polinomio nullo

Vediamo che ha al pui due radici omogene
Diciamo G(X

, M) = AX + B/M + CM2 con A ,B ,
C elk non tutti nulli

Idea : deomogeneizziamo rispetto a l



Proposizione

Def.

· Se C= 0 allora G(X , M) = AX +BXm = /(Ax +BM)

e questo ha al pil due radici [0
, 1) e EB , A]

· Se C70
,
allora [0

,
1] non e radica di GIX, M) e posso "dividere per Xi

pongo z=, sostituendo in G
,
trovo g(z) = A+Bz+ Cz

Questo ha al pi due radici in IK, e ne ha almeno una se Ik = C

Queste (al pildue radici z ,
22 EKK

,
danno (al piu due radici

omogence [1
, 71]

,
[1

, 22] le cen'e almeno una se Ik= e)

Vediamo che il caso in cui /VIC) nr/3 puo verificarsi solo se C e degenere
Luna matrice simmetrica che la rappresenta e degenere ,

det =0

Una retta di equazione l= o (polinomio omogeneo di grado 1 in Xo
,X ,

(2)

si dice componente di una conica C= [F] se lIF

Iquindi F e prodotto di due fattori lineari)

Una Conica C= [F] si dice irriducibile se F e un polinomio irriducibile

Oss Se r e compenente di C
,

allora reV(CI. e dunque (VICInr =+o

e VICI e unione di due rette, eventualmente coincidenti

Se Ik= IR o D
,

allora se una conica e riducibile, e anche degenere.
Se IK= e e vero anche il viceversa

DIMOSTRAZIONE

Suppongo che F = l.. 12 dove [FJ =C e li sono polinomi omogenei di grado 1

Saciriamo l
, (x) = ta . X =

+
1 . 9 dore X= (o

,X ,
X2)

, G = (90
,
an

,
9a)

la /X) = taX M

Ora F(xI = 1. ()lk1 =Itall X) = +X . (a -+a)X

M=a.= (a)(aiaia =/i
Potrebbe non essere simmetrica.

Espandendo l'equazione della conica e scrivendo la matrice simmetrica

associata, risulta la matrice MiM = (a - a. + ga./a.a! +aa
, (aaz + aaz)

Risulta det /MFM)= o perche le sue colonne stanno in &
,
>

l Voglio usare la classificazione proettiva

Sia il fatto che C sia degenere lo meno che il fatto che C Sia

riducibile lo mend sono invarianti per equivalenza proiettiva.

(chiaro per degenera ,
e se F= C. la e [FJ= C

,
allora un'equazione

di f(c)
,
dore f:(IKI-P2/KI e una proiettivita rappresentata da M

,

e FoM" = (e ,
0 M+ (19 M+ ) (

Applicando la proettivita, posso supporre (sia una tra

X8 +X +2 = 0
,
V + Xi = 0

,
Xo = 0

Inon degenere Idegeneri
Quelle degeneri sono riducibili : X8 + X = (No+ IX)/Xo-iX) e 18 = No · No



Proposizione

Def.

Corollario

Oss SuR non vale degenere = riducibile

Ad esempio ,
X + X* =0 e degenere ma irriducibile

Se C= [FJ e una conica e rePK) e una retta e IV()nr13,

allora r e una componente di C.

DIMOSTRAZIONE

Ripercorrendo la dim della prop. precedente,
il polinomio G(X

, M)=F(x+Mw) deve essere il polinomio nullo

Applicando una proiettivit, posso supporte che r abbia equazione Xo= 0

e che P = [0
,
1

, 0]
,

a = 50 ,
0

, 17
Iposso cambiare coordinate perche IIF = (l-M-) / (FoM-)

Se in queste coordinate
,
la conica ha equazione

F(Xo
,
X

,(2) = axo +bxi + CX2 + dXoX + exoxa +fXXz

allora G(X, M = F(40
,
1

,
0 +M/0 , 0 , 11) = Flo

,
X

, M) =

= bx+cu + fim

Se G e il polinomio nullo
, segue b= c= f = 0, e

l'equazione F diventa F(xo
,
X,(2) = ax +&XX, +exoXz = Xolaxo +dx+exa)

che mostra cheXo/F, e quindi r e componente di C

Se C e non degenere ,
allora

IVkInri = 2 Fr =Pak) retta

Sia C una conica non degenere
Una retta r e tangente a C in un punto PEVC) se reV()= <P)

Avvertenza : questa definizione vale per coniche non degeneri

Oss VICInr = /PS equivale a dire che il polinomio G(
, M) ha una radice doppia

correspondente aP
,
cioe e della forma (xMo-MXo)" · K

Il fatto che ci sia una radice doppia e la formalizzazione algebrica della tangenza

e si generalizza bene a coniche degeneri,e a curre di grado superiore



Proposizione Sia C una conica non degenere.
Per ogni PEV(CI esiste un'unica tangente TP

alla Conica C = [MJ
,
MESs(IKI

,
nel punto P= [V]

La tangente ha equazione
+
(M . Vl . X = 0

Lla formula sipuo riscrivere comeVF(u))-1=0
,

visto che VF(O) = M . O.... )

DIMOSTRAZIONE

Dimostro che posso applicare una proiettivita per scegliere coordinate comode.

Sef : P2(117)-2(IK) e una proettivita rappresentata da AEGly(IK) .

· re tangente a C in PEVKI se e solo se firi e tangente

a f(C) (VIf(2)) = f(V(1)) in f(PIEVIf(21)
· l'equazione di FCC) e FoA" e la matrice associata eA"MA =M

I

Se r e la retta di equazione "(M . U . X=0, allora firl ha equazione
*

(M .) . A"X= 0

totMA"X = -SMA"X
Il punto f(P) sara rappresentato dalvettore v' = Au

,
ciolv= A vi

da cui /A"VIMAX = 0
,

Ossia tuAMAX= tv'M'X = o equazione di fir

questa equazione e esattamente l'equazione dell'enunciato, relativa

alla conica flc) e al punto f(PI

Applicando una proettivita , posso supporte VICI contenga
[1 , 00] ,

50 ,
1

,
03 e [0 ,

0
, 17 ,

eche P = [1
,
0

, 07

Ibasta dire che in VCCI c sono due punti non allineati con PEV(.

Questo e vero perche VIC) ha infiniti punti se e +O e Ce non degenere,
e V22) non puo contenere tra punti allineati

,
altrimenti la retta sarebbe

componente di C per quanto visto, contro le ipotesil.

SeF(xo
,
X

,
(a) = ax8 + bx2 + (x2 +doX, + eXoXz +fXXz

Il passaggio per [1 ,
0

, 0]
,
[0 ,

1
, 0]

,
[0 ,

0
,

1), implica che a= b=c= o

Quindi Flxo
,
X ,Xal = &koke tekoa +flexa

dove def + 0, altrimenti la conica sarebbe riducibile

Una matrice che rappresenta Ce M =(
P= [1

,
0

, 0]
,

0= (1
,
0

, 0

La tesi e che ci sia una sola retta tangente, e che sia la retta

di equazione (Mu = (e
Ex + Exa=o+ex= 0

Per dimostrarlo consideriamo la generica retta per P XX+MX = 0 [X ,MJeCK)

e imponiamo che l'intersezione con V/1 sia 1 punto.

&F
= 0

M1 + MXz = 0

· se X= 0, segue che M70, e quindi Xz = 0 ;

F = o da droXi = o, e ho z soluzioni distinte

[0 ,
1

,0] , [1 ,
0

, 03 (no tangenzal
· posso supporte che 170, e ricavare Xi = -2

e sostiture in F = 0, trovando

do (x) + exoxz +fx2)- *x) = 0

*(( +e(Xo - f) = 0

C'e una radice doppia- + e = 0

=>du+ xe=0 [x, M] = [d , e]



Def.

Def.

Polarità

Proposizione

(1) Se F= l, la
,
con l

,
la non proportionali Crette distinte)

,
si

dice che r e tangente a [F) in P se

r= Si e PES: 'S2

r=S ePESzlS,

rqualsiasi se PESn 1Sz

(2) Se F=12
, qualsiasi retta e tangente a C= [FJ in PEV(2)

13) IIK= IRI Se VICI e un punto, qualsiasi retta per PEV(2) e tangente a C

Oss si puo verificate che anche in questi casi e equivalente a chiedere

che G(X
, Ml abbia una radice almeno doppia nel punto

Sia C Una Conica non degenere in 21/K) a MESz(lK) una matrice

associata a C
.

Sia P = [V] EP41K)

La retta polare di P rispetto a C e

la retta polIPIP2IK) di equazione

-IM - V) . X = 0 lo TuMx= o

In altre parole, e la retta di coordinate [M .v] nel duale-(IKI*

Dato che C e non degenere ,
M ha rango massimo ed e invertibile,

dunque ciascuna retta r= -CKI e pollPr) per un unico PrEP/k).

che si chiama polo di di r rispetto a[

P
,
QEP2(/K)

,
C Conica non degenere

Q
1.

C

Il Pepollas Qepol/P) (reciprocita) ·
pol(P)

(2) PEV(C) = pol(P) = TP

(3) pol(PlaVK) = 1QeV(C)/Petal Q2

DIMOSTRAZIONE

(1) Se P= [v]
,
Q = Tu]

,
allora

pol/P) ha equazioneMI = 0

pollas ha equazionewMX= 0

Pepola estMu = o es tuMu = o e Qepol(p)

12) e una consequenza immediata del fatto che

se PeVI) e P = [V] , l'equazione di TP

e
*
(MU) . X= 0

(3) poliP/nVK) aQ ESQeVI n Qepop) QeVii n Peporcal

QV(2) n Peta

esercizio Se /poliPInVKI/= 1
,
allora PEV(2)

Segue che se IK= D e PEVIC)
,

allora esistono esattamente

due tangenti a [passanti per P

(su R non Vale : ad esempio ,
se Ce una circonferenza e P e un punto

del disco
,
allora (V()1 pol(PS) = 0 /



Def.

Def.

Sistemi lineari di coniche

Se C e una conica non degenere
Consideriamo la funzione

V(2) > P2(1K)

P11TP il supporto di

Segue da quanto visto che l'immagine di questa funzione e una conica in-(1K)*
che si chiama conica duale di C

Basta notare che questa funzione e la restrizione dell'isomortismo proiettivo

pol : P>
(1K1 > P2(IKI

*

P 1 : polip
Lin coordinate e descritta dalla matrice M

, perdefinizione di pol(P....)

La conica duale e quindi pol() ("trasformata , di C rispetto
all'isomorfismo proettivo poll

Si vede che la conica duale C* e rappresentata da M-1

Lo spazio delle coniche e PIKz[X
,
Xi,] =

S fissando una base

Un sistema lineare di coniche e un sottospazio proiettivo NEPIKz[xo
,X,

X2]

Un tale N si dice fascio di coniche se dimx= 1

Per definizione
,

se dimn= k(-1k=5)
,

le coniche in N

si scrivono tutte come [xiCi] dore [x]EY
(1)

e [Ci] sono un riferimento proiettivo di 1.

Se N e un fascio, ogni conica di 1 ha un'equazione della forma

MG . + XaGz = 0 dove [N
,12] EPIK) e [G 1 ] + [G2] sono due punti di N

esempio Se Pr
,
Pa

,
Pa

,
Pu EP21K) sono in posizione generale

,

l'insiemedelle Coniche /CI PieC fil e un fascio.

Questo dice che la conica generica del fascio ha equazione
Nila tre'la=o dove 2

,
%

, li, l sono equazioni di rette

passanti per due dei quattro punti (scelte opportunamentel

esempio Anche imporre la tangenza in un punto dato e una condizione

lineare nei coefficienti

Se 1 e un sistema lineare di coniche,

PEP2(IKI si dice punto base di 1 se appartiene a tutte le coniche di N

Oss I punti base possono essere infiniti
,

anche

nel caso in cui 1 e un fascio

Ad esempio NoX + MXoXz = o

ha come punti base la retta (v =01



Topologia generale
Spazi metrici

Def.

Def.

Uno spazio metrico e una coppia (X
,
d)

,
dove X e un insieme e

d : XXX so ,tol e una distanza, tale che :

4)d(x
,y) =0 X= y

(2)d(x,y) = d(y ,x) FX ,yeX
(3) d(x , z) = d(x

,y) + diy ,z) (x ,y ,
zeX

esempio su IR" ci sono fante distanze

de
(3) do (X

,y) = max (i-Yil
i= 1

,...,n

La verifica che queste sono distanze si puo fare

usando il fatto che sono indotte da norme

Dato V spazio vettoriale
,

una norma e

una funzione 11-11 :V-To , +O) tale che

Ul 11 X11 = 0 =DX = 0

11 II XXII = In /IXI)

13 II+yll = II XII + IyII

Una norma induce una distanza d(x
,y) = llx-y

Ad esempio ,
de e indotta da Ilulle=

esempio X = 1f : [0 , 1] · IR continual
Anche su X ci sono tante distanze :

1) de 15
,9) = So'(f(t) - g(t) Idt

(2) da (f
, g) = Solf(t)-g(t))-dt

(3) do(f
,g) = max((f() - g(t)) te[0 , 1])

Vedremo che le distanze su IR" sono topologicamente equivalenti,
mentre nel caso degli spazi di funzioni non e vero.

esempio Dato qualsiasi insieme X
,

c'e una distanza su X,
detta distanza discreta

,
definita come

d(X
,y) =[S

Questa e una distanza :

(1)
,
(2) : Chiari

(3) : d(x
,
z) [dix,y) + d[y ,z)

Se X= z : od(x
,y) + d(y ,z) e Verificata

Altrimenti X+ z : 1 = d(x
, y)+d(y , z)e

non puo' essere sia y= X e Y= Z
,
quindi e verificata



Def.

Def.

Def.

Def.

Lemma

Siano (X
,
d)

,

(Y
,
d) spazi metrici.

Una funzione f :X :Y si dice embedding isometrico se

d' (f(x)
, f(y)) = d(X,y)

Oss Un embedding isometrico e iniettivo

f(x) = f(y) => d'(f(x) , f(y)) = 0 = d(x ,y) => x=y

Un'isometria e un embedding isometrico surgettivo (quindi bigettival

E immediato vedere che l'inversa di un'isometria e un'isometria

L'identita e un'isometria.

La composizione di embedding isometrici e un embedding isometrico

Il gruppo delle isometrie si denota Isom (X
,
d)

esempio Isom(IR"
,
del = /X1 -Axtb

,
dove AcO(n)3

Sia (X
,
d) uno spazio metrico

Per XoEX
,

Eso, poniamo

B(Xo ,) =/XX/d(X ,X/) la palla aperta di centro Xo e raggio e

Siano (X
,
d)

,

(Y
,
d') spazi metrici.

f : X - Y e continua in Xo se

Vaso 7530 t
.C

. fIBL ,
Sil I B(f(x)

,
el

f si dice continua se e continua in tutti i punti di X.

AX e aperto (per la distanza di se

VXotA Jaso t
.C

.

B(xo
,
ElA

Le palle aperte sono sottoinsiemi aperti

DIMOSTRAZIONE

Fissiamo XoEX e 230, e mostriamo che Blo
,
El EX e aperto.

Dato XEBIX
,
El

,
devo vedere che 7820 +.c

.
B(X

,
S) = Blo

,
<)

Prendiamo S = E-d(X
,
Xo) : questo funziona.

Infatti, se yeB/X ,Sl
,
cive dy ,

X 1S
,

devo vedere che yeBlo ,
El,

ciol che dy ,
Xol. Ma

day ,Xol 1 day ,
X + dx

,
vol S+ d(x ,

Kol = E-d(
,
Xol + d(x

,
Xo) = E



Teorema

Proposizione

f : X > Y funzione tra spazi metrici

e continua > f"(Al e aperto inX perogni aperto A = Y.

DIMOSTRAZIONE

#) Sia AY aperto .
Devo vedere che f"CA) e aperto

Dato XoEf"(Al
,
devo mostrare che 7830 t

. C .
Bl

,
SIF"(A)

Visto che A e aperto , 7230 t
.
C

.
BIf()

,
ElA

Per continuit di f in Xo
, 7620 +

. C . f(B(X0 ,SI) = BIf(o)
,
2) = A

=> B(xo
,
SI f-A)

(E) Sto supponendo che f"(AIX sia aperto perogni A= Y aperto

e fissato X.
EX

, voglio vedere che f e continua in Xo
,
cioe

che fazo 7830 +. c
. fIBI ,

SIl I B(f(x)
,
el

Ora BIf()
,
El 14 e aperto

, dunque f"(BIF(o) ,
Ell EX e aperto

e Xoe f"(B(f(xd ,
E)) .

Segue che 7530 t
. c .

B(o
,
f) = f+ (B(f(xd

,
El

che equivale a flB(o
,
SI) = P(f(xo)

,
El

esempio Se d e la distanza discreta su X,
tutti i sottoinsiemi di X sono aperti perche
BIX

, El= 1x04, quindi qualsiasi AEX eXeA,
esiste una palla aperta centrata in Xo contenuta in A

Segue che F : X , Y e una funzione verso un altro spazio metrico,

allora f e continua

La famiglia degli aperti di uno spazio metrico soddista

Al O e X sono aperti
(2) A ,B aparti AnB e aperto
(31 se (Ailizi e una famiglia di aperti di X,

allora E Ai X e aperto

DIMOSTRAZIONE

4) chiaro

221 Se Xo AnB
, poiche A e aperto , 75 , 30 +

.
C . Bo

,
2) = A

e poiche Be aperto , 7 Ea 30 +
. c . B(X ,

E2)EB .

Se z = min(E1 ,
E21 allora Blo , E) = AlB = AnB e aperto

(perche se es'
,

allora BlXo
,
El = Blo

,
El

3) Sia Xoe E Ai, quindi XoeAio per qualche iseI.

Visto che Ais e aperto , 7230 +
. C

.

B(
, ElAis Ai

quindi U Ai e aperto
itI

Oss Segue che l'intersezione finita di aperti e aperta ,
ma

questo non vale per intersezioni infinite

esempio Su (R
,
del

,
An =(h) An = 201, che non e aperto



Def.

Def.

Spazi topologici

Def.

Def.

Confronto tra topologie

Uno spazio topologico e una coppia (X
,
i) dove X e un insieme

e T = PIX) (detta topologia ; i suoi elementi si dicono apartil
che soddista i seguenti assioni :

Ul DET
,

XeT

(2) se A
,
Bet = AnBet

(3) se /Ailie sono elementi di T
,
allora UAiET

itI

esempio Una distanza su X induce una topologia su X

Una topologia si dice metrizzabile se esiste una distanza che la induce

esempio T = PIX) si chiama topologia discreta

e metrizzabile ed l indotta dalla distanza discreta

esempio T = /0 ,XI e la topologia indiscreta

Oss se IX12, allora la topologia indiscreta non e metrizzabile

Se per assudo avesse una distanza d che la induce,

prendo XyeX, e pongo E = Ed(X , y) e

noto che B(X
,
El e Bly ,El sono aperti diX

,
non vuoti,disgiunti

Assurdo perche l'unico aperto non vuoto della topologia indiscreta eX

Se (X
,
t) e uno spazio topologico,

un sottoinsieme C= X si dice chiuso se X'C e aperto

Una topologiapuo anche essere descritta dicendo chisono i chiusi,

che devono soddisfare

(1) D
,
X sono chiusi

(2) se Ci , Ca sono chiusi
,
allora C, UC e chiuso

131 se Ci e chiuso FicI ,
allora 1Ci EX e un chiuso

IEI

Oss Se un sottoinsieme non e aperto ,
non e detto che sia chiuso

esempio [a ,b) su (IR
,
del non e ne aperto ne chiuso

Siano T1
,
Tz due topologie nello stesso insieme X,

si dice che T , e pii fine di T2 se Tz = Ti
,

ciol

se tutti gli aparti di ta sono aperti di Te
.

Questo definisce un ordine parziale sulle topologie,
che

ha un massimo (la topologia discreta) e un minimo (la topologia indiscreta

Idea : topologia pi fini "distinguono meglio i punti ,



Proposizione

Def.

Corollario

Corollario

Nel caso delle topologie metrizzabili c'e una condizione naturale

che si riflette sul fatto che una topologia sia pii fine di un'altra

Siamo de
,
da distanze su X, e T

., Tz le topologie indotte.

Se 7k> 0 +
.c

.
de 1kda

allora Tz e pi fine di T

DIMOSTRAZIONE

Devo vedere che ogni aperto di T,
e aperto di [2

Sia AX un aperto pert, e XoEA. Devo vedere

che Jaso +.c
. Bda(o ,

El = A

So che 7830 +.C
. Bdi(o ,

8) =A

YEBd,
(o

,
8) soddista d. (40

,y) S

Prendo z = E e dico che Backo,) = Ba,
(xo

,
8) = A

Infatti se yeBaalo ,
El : do ,y)

Inoltre di(Xo ,y) = kdX0 , y) < S

Due distanze de
,
de su X sono topologicamente equivalenti

se inducono la stessa topologia

Siamo di
,
da distanze su X t

. c.

Jhik ,
dikda e daho

allora di e da sono topologicamente equivalenti

DIMOSTRAZIONE

Segue da quanto visto e da Tz=TI
,
T,Tz = Ti = Tz

L distanze di
,
da

,
do sulRh

sono topologicamente equivalenti

DIMOSTRAZIONE

Le distanze sono tutte indotte da norme :

115/=1 1101 = CUE 11011 = maxGIVl li = 1
, ....n

Mostriamo che

Ilolli allalla =nilulla =nllolli

poi si conclude.

La prima segue dalla disuguaglianza tra

media aritmatica e media quadratica :

M

11011 = ) =n() n
[0

= /15112i=1

n

Ill= 1 Moll = inIlulla

Infine

Ilvllo =max(Ivil)I l = 110111



Funzioni continue

Def.

Def.

Def.

Lemma

Proposizione

Dunque di
,
da

,
do inducono la stessa topologia anche

Se sono distanze diverse.

La palle unitarie in IR2 sono :

de da do
& & &

> > >

Siamo (X
,
[1)

,
(Y

,
T2) spazi topologici.

Una funzione F : X - Y si dice continua se

VAETz f"CAI eTi

cio la preimmagine di un aperto e aperta

Idea : gli aparti sono quegli insiemi che contengono un intorno di ogni loro punto.

Le funzioni continue, se pensiamo gli intorni come gli insiemi di punti vicini,

mandano punti vicini in punti Vicini.

sia peX. Un intorno di p inX e un sottoinsieme UX tale che

7 un aperto AdiX con PEAU

A = X e aperto A e intorno di ogni suo punto

DIMOSTRAZIONE

=> FPEA PEAEA e A e aperto , dunque A e un intorno dip
( XpeA

, poiche A e un intorno di P
,

7 un aperto Bp +
. c . peBpEA

Ma allora A-Bp e unione di aperti, percio Ae aperto

Una funzione F : X : Y e continua in P se

Vintorno V di FIP) Jintorno U di P tale che F(U) =V

f : X . Y e continua XpeX, f e continua in p

DIMOSTRAZIONE

# Suppongo f continua e fisso per

Se V e un intorno di FIP) in Y
,
JB aperto diY t

.
c

. f(PEBEV

Allora PEFIBI f-(VI e FIBI e aperto perche f e continua

Dunque f-VI e un intorno di pe chiaramente f(f"(VI)=V

per cui F-CVI e l'intorno cercato.

IE) Sia B= Y aperto
.

Devo mostrare che f"(BI e aperto ,
ciol e

intorno di ogni suo punto. Sia Pef"(B).

Poiche B e un intorno di FP) lessendo aperto) e f e continua in P,

7 Up intorno di p in X con flUp) =B
.

Ma allora Up f- (B),

e dunque F-(BI e un intorno diBlun sorrainsieme di un intorno e un intornol
Percio fIBI e intorno di agni suo punto, quindi l aperto.



Def.

Passando ai complementari, l'orrio che una funzione e continua

se e solo se rimanda chiusi in chiusi.

Fatti : (1) id : (X
,

t) : (X
,
TI e continua

(2) Siano F :X -Y
, g : X-Z continue,

allora gof :X : Z e continua

Infatti, se A=Z e aperto , g-Al1 Y e aperto per continuita di g,
e f (g (All = (fog)"(A) e aperto per continuit di F .

S : X . Y e un omeomorfismo se e continua

e7g : Y - X continua tale che fogzidy , gof-idx

Attenzione : una funzione continua e bigettiva puo non essere un omeomorfismo.

Questo capita se l'inversa non e continua

esempio se ti e E sono due topologie su X

Id : (X
,
Ti)/X

,
T2) e continua T2ETe

,
ciol ta e meno fine di Tr

Percio Id : (X
,[disc) > (X

,
Findisc) e continua,

ma la sua inversa non lo e (se (12)

Fatto : essere omeomorfi e una relazione di equivalenza tra spazi topologici
Icioe se XEY

,
YEZ

,
allora X= z)

Esempi
(1) IR", te topologia enclidea

,
indotta dalla distanza enclidea

(2) X insieme qualsiasi, T topologia cofinita,

i cui chiusi sono X e i sottoinsiemi finiti diX

controlliamo che sia una topologia :

I XEt per definizione,o et perche e finito

Lil se C
,Ca sono chiusi

,
allora C , UCz e tutto X (seC=Xo(=X)

o e finito, in quanto unione di finiti
, dunque e chiuso.

Lil se Ci
,
iEI

,
sono chiusi, o sono tutti ugualiaX

le alloraCi = X chiusa) o JioEIt. c. Ci e finito,

e allora 1CiCis e finita
itI

In realt, se 2 e una qualsiasi cardinalita infinita,

esiste la topologia co-C
,
i cui chiusi sono X e i sottoinsiemi

di cardinalita =x

lad esempio, la topologia co-numerabile(



(3) Topologia di Zariski

Sia IK un campo. La topologia di Zariski su K" e

la topologia i cui chiusi sono luoghi dizeri di famiglie di polinomi in KIX , ..., Xn]

Notiamo che
,
se 7 = /Pi ,

leI) e una famiglia di polinomi, e Qe/K

verifica pi/a) =o Fiel allora flal=oFEI/7) lideale generato dalla famigliaF
Infatti

,
se f = a .p+... takph con pief ,

allora

F(Q)-an(alpilast... +an(apr(Q) = 0

Dunque i chiusi possono essere definiti anche come luoghi
di zeri di ideali di IK[X, ...,Xn]

Se I e tale ideale
,
siponeV(I) = (Qe/K" +

. c
. f(Q) =o FfcIl /varieta di II

Verifichiamo che e una topologia :

(i) D =VIIk[X
.....,X]) in quanto il polinomio costante 1 si annulla in

|k" = V(404)
(ii) C =V(I)

,
Ca =VIIal

CUCa =VIIiIl dove In I2 e l'ideale generato da 15.9 . 5 CI1, ge12

GUCa[VlIn. Izl : infatti
,
se fel ,ge la ,

f siannulla su C
, gsi annulla su C

quindi f-g siannulla su CUC
. Dunque tutti i generatori di In Is

si annullano su CUC e percio CUCEV(FIs

Se invece QC, UC
,
allora JfEIn t.c

. falto , JgeIz t
.
C . g(Q)+O

Ma allora F . g(Q) + o e QVCI Fal
.

kil Se Ci =VIil
,
it I

alloraCi =VFil

esempio (il su R"
,
la topologia di Zariski e meno fine di quella euclidea, ed e diversa

Infatti i polimomi come funzioni daR in R con la topologie eucidee sono continui

Percio
,
se F :R"-R e un polinomio, f"(011 e un chiuso eucideo, in quanto

104 ER e un chiuso euclideo. Poiche intersezione qualsiasi di chiusi e chiusa,

VII) e un chiuso euclideo FI ideale.

Dunque tutti i chiusi di Zariski sono chiusi enclidei

Non tutti i chiusi euclidei sono chiusi di Zariski :

ad esempio, la palla chiusa Blo
,
1) =R non e un chiuso di Zariski

perche l'unico polinomio che si annulla su di essa e il polinomio nullo

(i) suR
,
la topologia di Zariski e la topologia cofinita



Chiusura e parte interna

Def.

Def.

Def.

Lemma

Sia X uno spazio topologico, e sia ZeX

La chiusura E di Z e il pil piccolo hiuso che contiene Z.

Si tratta di una buona definizione in quanto l'intersezione di chiusi e chiusa,

percio Z
=us

C3Z

La parte interna intlz) o Z di Z e il pil grande aperto contenuto in z.

Anche questo e ben definito perche unione di aperti e aperta,

percio=
Per definizione (o quasi) ,

z e un intorno di Xo se e solo se ve

esempio (il X =I
,
Z = Q

Z = 0 perche Q non contiene un aperto di R

z =R in quanto int(R-Q) = 0 Isempre perche R-Q non contiene aperti di R

eZ =X-int(X1z)
,

doe Zeint(X1z) danno una partizione di X,
in quanto i chiusi che contengono Z sono in bigezione

con gli aperti contenuti in XIZ
, per cui il pil piccolo chinso che

contiene Z e il complementare delpi grande aperto contenuto inXIZ

(ii) X= R
,
z = [0 ,

1)

z = 10 ,
1)

.

z = [0 , 1)

Per definizione,vale =Z = Z e se AcB
,
alloraA e 5

&

Inoltre Z e aperto Z = Z

Zechiuso Z = Z

Pez FUintorno di P
,
Unz = d

DIMOSTRAZIONE

Vediamo chep JUintorno dip ,
Unz = a

Ma questo e facile perche JUintorno di pUnz = 0 se e solo se

JU intorno di p UEXiz peint(Xiz) PeZ

Un punto peX si dice aderente a z se e solo se Pet
Un punto peX si dice di accumulazione per z se e solo se pe ZypI,
ciol se agni intorno di pinterseca Z in punti diversi da p

Fatto : se p e aderente a z ma peZ,allora p e di accumulazione per z

in quanto pez = z4Ph
Ma un punto di accumulazione puo appertenere a Z

esempio X= IR
,
z = /Nu72

,
-1)

z = [-2
,
-1] IN

I punti di accumulazione di Z sono [2 ,-1)



Basi e prebasi

Def.

Lemma

Lemma

Corollario

ZeX si dice denso se= X

Poche Z = X-int(X-Z)
,
Ze denso se e solo se int(X'z) = 0

,

se e solo se X-Z non contiene un aperto non vuoto, ossia

ogni aperto non vuoto di X interseca Z

Siano Zi
,
ZzX

.

Allora

ziuzz = Zuza e intlZi1Zal = intlzelnint(Zal

DIMOSTRAZIONE

Basta vedere ziuzz = Z, uZ2
, in quanto il secondo enunciato

segue passando ai complementari.

Poiche Zi1ZUzz
,
E= Zuz, e analogamente ZzZ, uzz

per cui Z, u Zz = Zuzz (questo sarebbe vero anche per unioni infinite

Viceversa Z, uZz e un chiuso, in quanto unione di due chiusi, e

contiene Z, uZz, dunque per minimalita della chiusora

Zuza = Z, Uzz

Se I e infinito, non evero in generale che

= Uzi
ifI

Abbiamo osservato che e sempre vera,ma ad esempio

I = Q
, at(a) =U = Q mentrea = Q =

Siano Ti ,
itI

, topologie su uno stesso insieme X.

Allora T = ITi e una topologia su X.
itI

DIMOSTRAZIONE

It fi = De, i = T

Xetfi ->X Ti = Y

(2) Se Aj , jej sono elementi di T
, per definizione

Viej Ajeti VieI
Ma allora

,

fissato iCI
, je Aj Eti in quanto ti e una topologia.

DunqueAj ti = T

(3) Analogo

Data una famiglia qualsiasi di topologie Ti su X,
esiste la pii fine tra le topologie meno fini di tutte la ti

edeti



Def.

Lemma

Corollario Data una famiglia qualsiasi di sottoinsiemi STEX
,
if I,

esiste la topologia meno fine che contiene tutti gli Si.

Tale topologia si chiama topologia generata da /SilieI

DIMOSTRAZIONE

Siano /Tj , jej) le topologie che contengono gli Si.

Ce n'e almeno una : la topologia discreta

Sia T =Ti
Per il lemma, T e una topologia, contiene tutti gli Si

ed e la meno fine con questa proprieta
I per costruzione e contenuta in una qualsiasi topologia che contiene tutti gli Sil

Questa definizione non e costruttiva.

Sia IX
,
T) uno spazio topologico .

Una base di T e un sottoinsieme BET tale che

FAIX aperto JB' = B t
.
c

.

A= U V
VEBI

ciol ogni aperto di T e unione di elementi della base

esempio X spazio metrico

una base di X e data da tutte le palle aperte di X

Sia RE(0 , +O) un sottoinsieme tale che

VEso Fres con Ore

Sia X uno spazio metrico e sia zeX un sottoinsieme denso.

Allora B = /B(z ,
R)

,
zeZ

,Re-) e una base della topologia di X

DIMOSTRAZIONE

E chiaro che BIT
,
dove T e la topologia indotta da d.

Sia A un aperto e X
.

EA. Per concludera,

basta trovare BxEB t . c
. VoEBr = A ⑫

*

le a quel punto avremmo A=ABxo)
Devo percio trovare ZeZ

,
RER t

.
C

.

VEBlz
,
RICA.

Poiche A e aperto , Jr30 +.1 . B(x,R)A R

Per definizione di a
,
JRER t

.c
. OCRCR

Poich Z e denso in X
, ognipalla aperta centrata in Xo

R.

interseca Z
,
per cui esiste zotz t

. c
.

d/Xo
, Zo) <R

Sia B =Blzo) EB (zeZ
,
Rer)

Poiche /
, zolcR

,
XoB

Inoltre FpEB ,
d(Xo ,Pl <d(

,
zo) + /zo

, Pl c R+R =2Rs
dunque XoEB[Bl

,
El =A



Def.

Proposizione X insieme
.

B=PIXI e una base di una qualche

topologia di X se e solo se

4) B = X

(2)BBzeB JB' B t
. c

.
Ben Ba = U B

BEBI

DIMOSTRAZIONE

# I segue dalla definizione di base,
,

in quanto X e

sempre aperto e se Bi
,Ba sono elementi di base di una topologia T

,

essi sono aperti per T
, dunque anche B, nBzET

(E) Sia T = 1 B ,
B' =B) .

Per concludere, basta vedere he

T e una topologia : a quel punto B sara base di T

.

4) DzT (basta prendere B'=I

XET perche per ipotesi X= U B
BEB

(2) SeAiliei Verifica Atet fiel,
alloraFiel Bi=B +.C

.At
Se B= Bi

,alloraA=B)=B et.

13) Se Al
,
Az Et

,
allora An = UB

,
Az = U Bi

BEB1 BEB2

per wi AnnAz-BB) (BBB)
Per ipotesi (2)

,
BrB' e unione di elementi di B,

per cui lo e anche A, A

La definizione di base mostra anche che se B e una base di T

,

allora T e generata da B
,

in quanto + e chiaramente

la pii piccola topologia che contiene B.

Sia (X
,
T) uno spazio topologico.

Una prebase Pdit e un sottoinsieme di aperti PET tale che

B = 4 Pin ... Pr
,
keIN

,
PiEP) e una base di T

esempio Sia X =R con la topologia enclidea

Alora P= 470 , a)
, aeR/U4lb , +ol

,beR) e una prebase
Infatti gli elementi di Psono aperti e

VER ,
Eso siha (x-E ,+ El = (-0 , + E)n(X-E

,
+ 8)

Oss Se Bet e una base e B2B2T
,
allora anche B e una base

Analogo per laprebase



Proposizione

Proposizione

Corollario

Xinsieme
,
P = /Si , iCIb =QX) .

Allora

Pgenera latopologia+ Pu/X/ e una prebase di T

DIMOSTRAZIONE

() sia t la topologia generata da P, e sia

B = /intersezioni finite di elementi diPuIX
Dico che B e base di una topologia +'.

Per una proposizione precedente ,
basta verificare

cheB = X (vero perche X-B) a che

se Br
,
Ba EB

,
allora B, 1 B2 e Unione di elementi di B,

vera perche se Br
,
Ba sono intersezione finite di elementi di PuX"

anche BinBa lo c

Devo verificare T =T'
.

Poiche 'contiene gli elementi di P,
contiene anche la topologia generata da P

,dunque T'ST.

D'altronde ogni elemento di B
,
essendo intersezione finita

di elementi di Pu/X), appartiene necessariamente a
T

,

e alloraT'T.

(E) Se PuX) e prebase di +
,
allora z contiene P ed e chiaramente

la pill piccola topologia con tale proprieta, perche per definizione

di prebase ogni elemento di T e unione arbitraria di intersezioni

finite di elementi di Pu/X1 , e portanto appartiene
a qualsiasi topologia che contiene P.

La topologia generata da /Silici e data

daX e da tutti gli insiemi che sono unioni

arbitrarie di intersezioni finite di Si

Sia F : X >Y. Allora sono fatti equivalenti :

7) G e continua

(2) f"(Al e aperto in X FAEB base della topologia di Y

33) f"(Al e aperto inX FAEP prebase della topologiadi Y

DIMOSTRAZIONE

(1)(2) = (3) orvio in quanto gli elementi di una base sono aperti
e una base e anche una prebase

(3) =(1) Segue dal fatto che
,
se Pe una prebase , ogni aperto di Y

e unione arbitraria di intersezioni finite di elementi di P,

e f commuta con l'unione e l'intersezione le unioni arbitrarie

di intersezioni finite di aperti sono aperte



Assiomi di numerabilità

Def.

Def.

Teorema

Ricordiamo che abbiamo definito la nazione di intorno di un punto X.

inuno spazio topologico X : U e intorno di X. se JA aperto voAU

o equivalentemente se X.
e i

Poniamo [KXol = /intorni di Xo in XI = P(X)

Un sistema fondamentale di intorni (SFI) e un sottoinsieme REINXo

che contiene "intorni sufficientemente piccoli, cioe

FUEI Vertic .
DeVeU

esempio se X e metrico, un sistema fondamentale di intorni di Xo

e [B(xo ,
)

,
ne IN

, 1311

Infatti ciascunapalla e un intorno e se UeI(xo),

per definizione 7230 +
. c

.

Bl
,
E)U.

Scelto No t. C. e
,
allora voB(, ) = (

Di consequenza, in uno spazio metrico, ogni punto ha

un sistema fondamentale di intorni numerabile

Uno spazio topologico X e :

(d I-numerabile se ogni X.EX ha un sistema fondamentale di intorni numerabile

(a) Il-numerabile se X ammette una base numerabile

ll separabile se X ammette un sottoinsieme denso numerabile

Queste proprieta sono chiamate assioni di numerabilita

Fatti (1) Abbiamo visto che metrizzabile> I-numerabile

( questo fatto ci da un criterio di non-metrizzabilita

(2) R e separabile in quanto QM e denso e numerabile

# - numerabile => I-numerabile

DIMOSTRAZIONE

Se B e una base numerabile , Fro EX

pongo Ro=AEB +
. c

. NEAlB

Orriamente Xx,
e numerabile (alpil

Vediamo che Rxo e un sistema fondamentale di X.

Essendo un aperto che contiene Xo
, ogni AEAxo e un intorno di Xo.

Se U e unqualsiasi intorno di X
,
XoEU
=B ,

dove B'.

In particulare ,
JBCB' t .c .

X. EB
Ma allora Berne XeUU



Teorema 4 II-numerabile separabile

121 Se X e metrizzabile
,
II-numerabile> separabile

DIMOSTRAZIONE

III Sia B una base numerabile di X.

Possiamo supporte che nessun elemento di B sia d

Quindi FBEB posso scegliere XBEB =X

Dico che Z=XB
,
BEB') , che e al pii numerabile, e denso

Basta vedere che Z interseca ogni aperto non vooto di X

Se A e un tale aperto ,
A=B

,
B' + d

per cu JBEB'B con BEA.

Ma allora XBEBEA e percio XBeAnz + &

2) Dobbiamo vedere che se X e metrizzabile
, separabile => II-numerabile

Questo e vero perche abbiamo visto che
,

se ZEX e un denso,

allora B = /Blz
,
R)

,
zzz ,

REQ
, R304 e una base di X.

Se Z e alpii numerabile
, tale B e alpi numerabile

Cle Coppie (2
,
R)EZXQ sono in quantita numerabile)

Oss (1) Se U e un intornodixo e UEV
,
allora V e un intorno di Ko

(2) Se UeI sono intorni dixo
,

allora UnW e un intorno dixo (UIV = UnV)

(3) se lVilier sono intorni di Xo
, Vi puo non essere un intorno se Ie infinito

esempio Xo =or
,
U =t,) (vi =40

esempio : La retta di Sorgenfrey
Sia X=R e sia B = <[a ,b) ,

acb4 = P(X)

7) Si mostri che B e base di una topologia t

(2) Si mostri che + e strettamente pie fine della topologia euclidea

(3) Si mostri che T e separabile

(4) si mostri che T non e #I-numerabile (quindi non e metrizzabile)

DIMOSTRAZIONE

1) Devo vedere che B = X e che se Br
,BzEB allora BirBz=B

,
B'

[maka, , minib ,d) se maxa,minsb, de
Ma nin ,

nH) =Re [a ,b)n[c ,d) = S & altrimenti
Celementi diB)

(2) Devo Vedera che ogni aperto enclideo e aperto per T

Basta vedere che ogni elemento di una base della topologia euclidea e aperto per t

Una base della topologia enclidea e data dagli intervalli (Xo-E ,
Vo + E) VER

,
Eso

e -E,otel = U [V-Eth
,
Kotel Oppore (o-E

,
Kotal = U [b

, NotE)
N Xo-Ecb(Xo+ E

(3) Q edenso : infatti ogni aperto non vuoto di T contiene un insieme della forma

[a , b)
,
acb

,
che contiene un razionale

(4) Sia B'una base qualsiasi di T

.

Dico che FaeR
,
JBEB' t

.c .

minB=a, e da cid segue chiaramente /B'IR/
ad esempio BI - Rul-8) ha come immagineRo Rul-8)

BI > infB

Infatti , per definizione di base
, poiche Ja ,

a+1)Et
,
si ha [a

,
att)=UB con Bai

In particolare deve esistere BeBaB' t
. c

.
a eBeta

,
ati), per cu minB =a.



Successioni e spazi sequenziali

Def.

Def.

Def.

Lemma

Una successione e una funzione X : /N >X, e XIn) si denota Xn

Se X e uno spazio topologico, possiamo definire la nazione di limite di una successione

ningXn = EX se FUel) InoEIN : NEU Unz no

Fatto : se X ha la topologia indiscreta
,
FXn successione eFicX

lim Xn =E perche I(E) = (4)
n- +0

In particolare
,
il limite puo non essere unico

Naturalmente, una successione puo non ammettere alcun limite

Una sottosuccessione di Xn e una successione della forma Xon,

dove N : Il -Il con n strettamente crescente : e denotata Xnz

Fatto : se unit
,

allora per agni sottosuccessione Xnn
,
Una

Dato YCX
,
la "chiusura per successioni

,
di Y e

Y =heX +c. 74hY successione e un+3

Fatti (1) se Xn =P FnEIN
, alloralimXn =P

(2) Di consequenza ,
Y=

Se X e I-numerabile
,

esiste un sistema fondamentale numerabile

di intorni inscatolati
,

cioe M = /Visie con UiUi VieIN

DIMOSTRAZIONE
I

Dato un sistema numerabile (Wil basta porre Vi=Wh
E chiaro che ogni Vi e un intorno e se U e un qualsiasi intorno,

per definizione JWi con XoEli U per cui

↓EUiWi cU e percio (Vil e un sistema fondamentale di intorni



Teorema

Def.

Corollario

VYEX
,
sina Y = Y e

,

se X e I-numerabile
,
allora Y =

DIMOSTRAZIONE

Sia peY
.

Allora 7/xnb = Y con un - P

quindi FUI(p) ,
XneU definitivamente

,
per cu in particolare (xn/1U+*

e percio Ye UFQ. Dunque peT Abbiamo percio Y = T

supponiamo ora XI-numerabile e sia pe.
Devo costruire una successione in Y con limite P.

Sia pe e [Viliei un sistema fondamentale di intorni inscatolati di p

Perche peT
,
VieIN

,
Vin Y + 0 e posso scegliere XieUin Y

Per concludere
,
basta vedere Xn-P

Infatti, sia UeI(P), allora per definizione di Sistema fondamentale

di intorni
,

I not.c. Uno =U e
, poiche gli intorni sono inscatolati

,
Un U Frano

Ma allora XnEUnrY=U Frano
,
e percio Xnp per definizione di limite

In spazi I-numerabili
, conoscere il comportamento delle successioni

permette di capire chi sono ; chiusi, dunque di conoscere la topologia.

C sono esempi in cui non vale l'uguaglianza

Uno spazio topologico X si dice diFrechet-Urhysohn se Y = T XYEX
li comportamento delle successioni determina completamente la topologia

Uno spazio topologico X si dice sequenziale se

YY =X sequenzialmente chinso (Y = Y), e anche chinso

Le due condizioni non sono equivalenti :

Frechet-Urhysohn Sequenziale ,
ma non Viceversa

Il punto e che Y non e necessariamente sequenzialmente chinso.

Oss Gli spazi I-numerabili sono sequenziali

In uno spazio sequenziale,
Y = X e chiuso Y = Y = (xeX(J(yn) +. c

. yn - x)



Def.

Proposizione

Proposizione Se YeX e X e sequenziale ,

allora

*eY per agni successione (andX t
.
C . Xn -

si ha che XneY definitavamente

In particolare ,
Y e aperto se vale FyeY

DIMOSTRAZIONE

# Le sempre veral

Prendoe e una successione (xn) t
.c . An

In effetti
,
Y e un aperto , quindi e un intorno di F

,
e quindi per

definizione di convergenza ,
XneY=Y definitivamente

(E) (serve la sequenzialita

Per assudo,ze Y e costruiamo una successione
, (n) = X

+C . XnE ma Xn non e definitivamente inY

Ricordiamo che Y = X1(XIX)
, quindi Te /X-Y).

Per la caratterizzazione dei chiusi in spazi sequenziali,

7nbeX t
.c

. Xn >E e XnEXIY
,

co Ne Y

Siano X , Y spazi topologici
Una funzione F : X : Y si dice continua per successioni

se FIXn(EX t
.
C . Un > F

,
sihache f(n) f(x)

Se f : X - Y e continua
,
allora e continua per successioni

Se X e I-numerabile (sequenziales, vale il Viceversa

DIMOSTRAZIONE

(1 Prendo (XY =X t
.
c. Un E e Voglio mostrate f(xn) > f(x)

Sia U un intorno di f(X), devo mostrare f(xnItU definitivamente.

Per continuit di f
.
f"(U)eI()

Ora visto che Xn-F , per definizione di convergenza

XnEf"(U) definitivamente
,

cioe f(x)EU

(E) Sia A Y un aperto
, voglio mostrare che f"(A) =X e aperto

Lo facciamo mostrando che e intorno di ogni suo punto.

Sia [Ef"(A) e mostriamo e FiCA) .

Usando la caratterizzazione precedente,
devo vedere che se

&n > EX +C. Un 17
,

allora Xnef"(A) definitivamente
.

Porche f e continua per successioni
,

no che f(xn)-f(x)eA

A e aperto in Y
, quindi f(xn)A definitivamente ,

cioe Xnf"(A)

Nota: (1) Per spazi non I-numerabili
,

ci sono nazioni di successioni generalizzate,

che caratterizzano completamente la topologia

121 C'e un'operazione di "sequenzalizzazione,, ma in generale non basta

Prendere la topologia i cui chiusi sono ; chiusi per successioni

dello spazio originale .



Topologia di sottospazio

Def.

Sia (X
,
7) uno spazio topologico e YX un sottoinsieme

Su V c'e una topologia indotta dalla topologia di X
,
definita nel modo seguente :

AcY e aperto> JBEX aperto +
. c

.

A = Br Y

E immediato verificare che questo definis una topologia su Y

La topologia appena descritta si chiama topologia di sottospazio

e si demota Tly

Oss (1) L'inclusione (Y
,
TI)" . (X

, +) e continua :

i'(BI= BrY
,
quindi per definizione se B e aperto in X

allora i"IBI e aperto in Y.

21 La topologia TIy e la topologia meno fine tra le topologie su /che

rendono l'inclusione continua :

se t'e una topologia su Y per cui i e continua,

allora FBIX aperto,
BrY = i(B)ET'

,
dunque Ty T

Segue immediatamente passando ai complementari che

C& Y e chiuso (per[ly)> JD= X chiuso +
.c

.

C= YnD

IC e chiuso inY Y Ce apertoD JBEX aperto t
. c .

BrY = Y , C
D =X,B
# JDEX chiuso t

.
c

.
DrY = C)

Oss Se B e una base di t su X
,
allora

B = /An Y/AEBY e una base di Tly su Y
.

(se AcY e un aperto JBEX aperto t
.c

.
A=BrY e

B baseB=Bi
,
BieBA=BilnY= BinY

,
con BinYEB)

ACHTUNG Thy non l costituita dagli aperti di X contenuti in Y ;

gli aparti di Y possono non essere aparti in tutto X.

esempio X = R2 e Y = assex

In questo caso non esistono aparti di R contenuti in Y,

ma la topologia di Y non e banale : e la topologia euclidea diR

Fatto : Vale che se BeX e aperto e si ha BeY,
allora B e aperto anche in Y

,
semplicemente perche BrY = B

Llo stasse Vale per i chiusil



Proposizione (proprietà 
universale della topologia 

di sottospazio)

Proposizione

Proposizione

Il Y IX e aperto inX> FACY aperto ,
(A) IX e aperto

12) Y = X e chiuso in X>FCEY chiuso
,
iCCX e chiuso

L'apareto di un aperto e aperto , e

"chiuso di un chiuso e chiuso (

DIMOSTRAZIONE

al IE1 Yay aparto
, dunque ilYI = YeX e aperto in X.

#) Prendo Y = X aperto e AY aperto in Y

Per definizione di Tly : JB=X aperto tc
.

A= BrY = X

aperto in X perche intersezione di due aperti

(2) analogo

esempio X= R
,

Y = [0
, 1) con la topologia di sottospazio

1. Lo
,
12) e aperto in Y

,
non e aperto in R

Infatti [0
,1) = Fr

,
1/21nY

2
. [12

, 1) e chiuso di Y,

infatti [12
,
1) = [12

, 312] n Y

Siano X
,
Z spazi topologici e YeZ datato della

topologia di sottospazio e f : X - Y una funzione.

Allora f e continua iof : XZe continua.

DIMOSTRAZIONE

i of continua FB= Z aperto si na che /iof)" (B) =X e aperto
=> FBEZ aperto f"(i"(BII = X e aperto E FB=Z aperto si ha che

F"(BrY)X e aperto YAY aperto si ha che f"(AIX e aperto
Es f e continua

Sef : X 1Z e continua
,
YeX sottospazio, allora

fly=f0i : Y Z a continua

DIMOSTRAZIONE

Visto che fly = foi : Y<X = ze

i
, f sono continue

,
allora fly e continua

Oss Il viceversa della proposizione non vale

esempio f(x = lis : R - R non e continua

ma firos : RYoL >R e continua



Proposizione

Def. Una funzione f : (X
,
d) 1 (Y

,
d)

sidice K-Lipschitziana
,
kelR

,
kt,o se

d'(f(x)
, f(y)) = kd(

,y) XX ,yeX
f si dice Lipschitziana se e k-Lipschitziana per un qualche keto

, +x

Oss Se f e Lipschitziana, allora f e continua

Fissato XoEX e Exo
, prendendo S= E ,

se dix
,Xol S

allora d'(f(x1 , f(xol) = kd(X,Xol <kS = E

e dunque f(BIo ,
61) = B(f(d

,
El

Sia X spazio topologico e V=X sottospazio
.

7) se X e Il-numerabile => Ye II-numerabile

(2) se Xe I-numerabile = Y e I-numerabile

(3) se X e separabile, non e detto che Y sia separabile

14) se X e metrizzabile Y e metrizzabile

Cla topologiadi sottospazio coincide con latopologia indotta da dxly (

151 (111+14) se X e metrizzabile e separabile
=> Y e separabile

DIMOSTRAZIONE

(1) Se B e base al pil numerabile di X
,
allora

B' = /AnY/ACB) e una base di V, e

IB'l/BIIII quindi anche Y e I-numerabile

(2) Sia X I-numerabile e yeY = X

Sia 21 un SFI di y in X
,
al pi numerabile.

Diso che I' = /AnY/AE43 e un stl di y in Y

le chiaramente 14 12/22/F/INI
Mostriamo che gli elementi diU' sono intorni di y.
E chiaro che se All = AnY e intorno di y in Y

per continuita dell'inclusione i : Y -X.

Sia ora BE I(y) inY
, voglio vedere che AnY = B per un qualche AEH.

Consideriamo B = Y aperto diY e yeB perche Bel(y).

Per definizione di topologia di sottospazio ,
so che :

JB'IX aparto t.
c

.
B = Y n B'

Ora yEB' porche yeB= YnB' = B'
, B'elly) in X

,
quindi,

visto che 21 e SFI di y in X
,
deduco che JACUt .c

. yeAB!

Segue che yearV = B'nY = B = B

quindi AnY e l'elemento di ll'che cercavo.



(3) Se Y e uno spazio topologico, si puo costruire uno spazio separabile X

con un sottospazio omeomorfo a Y. Per avera un controesempio,

basta considerare Y non separabile
,
ad esempio un insieme

bil che numerabile con la topologia discreta

ll'unico denso di uno spazio discreto e tutto lo spazio

Dato Y spazio topologico ,
considero X=Yul) dove co e un non-elemento di Y/

Definisco una topologia su X
,
[x :

· ETX

AudCETX dove Acty

Si verifica che Tx e una topologia.
Questa topologia e separabile

,
visto che 181 e denso

Inoltre
,

Y e un sottospazio topologico di X :

se AcY e aperto ,
allora e aperto anche nella topologia di sottospazio diYeX,

perche A = (Au/)nY
,

dove Auldos e aperto di X.

Viceversa
, ogni aperto della topologia di ssp diV2X e della forma

(Au/o4InY = A
, quindi e un aperto di Y per Ty

14) Sia I la topologia di X
,
che e metrizzabile, indotta dalla

distanza d : XxX-[o
,
+o

Indichiamo con Thy la topologia di sottospazio diY e con ti la topologia
indotta dalla distanza ristretta dlxxy

Voglio mostrare Tly = I'y
· T'yTly : visto che le palle aperte in Y sono una base di T'y

,

basta mostrare che sono aperte in Tly.

Ma in effetti
,
se yeY

,
e Relo

,
si ha :

By(y ,
Rl = Bxly ,

R)nY e Bxly ,
R) e aperta in X,

quindi By/y ,RIETIy .

· Tly Ity : c sono de possibilita : "a mano,
,

usando come base di X le palle
aperte e mostrando che Bx(X,R)nY e aperto in Y ; oppore,

Alternativamente :

Osserviamo che i : Y X e 1-Lipschitziana (Y ha la distanza ristretta

dunque e continua

Segue che se Bx(X ,
RI e una palla aperta (quindi un apertos di X.

Bx(x ,
R)nY = +(Bx(X

,R))ETY
Isi puro anche concludere usado che TIv e la meno fine

che rende i continua
,

quindi [Iy =Tyl



Mappe aperte e chiuse

Def.

Def.

Proposizione

Una funzione f : X :Y si dice aperta

se FAEX aperto,

si ha FIAI Y e aperto
Una funzione f : X :Y si dice chiusa

se FC =X chiuso
,

si ha f(CI=Y e chiuso

Al contrario della continuit, queste due nozioni non sono equivalenti

esempio (11 fiR -R fix = 0 ExeR
e chiusa ma non e aperta

(2) l'inclusione i : 10
,
1) IR

e aperta laperto di un aperto e apertol
ma non e chiusa /10

,
11 e chiuso in se ma non in RI

(3) l'inclusione i : QR non e ne aperta ne chiusa

Una funzione continua f : X - Y si dice immersione topologica
se induce un omeomorfismo traXe F(X) = Y

,
dove f(x)

ha la topologia di sottospazio indotta da Y

Oss (1) Un'immersione topologica e iniettiva

(2) Sef : X > Y continua e biunivoca
,

allora

il fatto che F : Y -X sia continua equivale al fatto

che f sia aperta le anche al fatto che sia chiusal

Infatti &" e continua FAEX aperto no che (f")"(A) = FCA) e aperto in Y

lanalogo per i chiusil

(3) Se YeX e un sottospazio topologico ,

l'inclusione i :YX e un'immersione topologica

Se f : X > Y continua e iniettiva, allora

H) f e chiusa Es f e un'immersione topologica
con immagine chiusa in Y

I21 f e aperta Es f e un'immersione topologica
con immagine aparta in Y

DIMOSTRAZIONE

1) (1 f(X) e un chiuso di Y perche f e chiusa e X e chiuso in se stesso

Rimane da mostrare che f" : f(X) -X /definita perche f e iniettival

e continua :

se CEX e chiuso
,

allora (5)"(C) = f(CI che un

chiuso di Y, ma essendo contenuto in F(XI, e anche

chiuso in F(X) = - e un'immersione topologica



#) Sia C1X chiuso

Visto che f e un'immersione topologica
,

f : X - f(X) e

un omeomorfismo. Segue che F(C) e un chiuso di f(X),

che per ipotesi e chiuso inY Segue che f/C) e chiuso in Y,

quindi f e chiusa.

(2) analogo

Esistono pero immersioni topologiche ne aperte ne chiuse

esempio i : [0,
1) - R

esempio f : [0.2it) - R2

f(t) = (cost)
,
Sin(t))

zi f

L'immagine di f e S' = [xER2 I 11011 = 13

f : [0, 2) > S' e biunivoca e continua

Ci chiediamo se e un omeomorfismo
,

ciolse F : [0 ,25)-IR
Non lo e : mostriamo che F : S' -To

,
2) non e continua

Il problema e in (1 , 0) : f non e continua in questo punto

Infatti si poo costruire una successione in S' nelV quadrante

che converge a 11
,01 : In -11 , 0

La successione immagine non converge a F"(11 ,01) = 0 <T0, 24

(vista in IR sta convergendo a 25 ...



Def.

Prodotti

Proposizione

Corollario

Se bilier sono insiemi, i loro prodotto cartesiano e definito da

#Xi = 4f :IXi /fleXi Viel
ItI

Un elemento fe.i si scrive come (filiei, o direttamente come (Xiliei Con XieXi

Xi si chiama coordinata i-esima dell'elemento (XilieI

Per itI
,
e definita la proiezione sul fattore i-esimo

Mi:Xi -Xi

Kilifi Xi o Milfl = flil

Supponiamo ora che /Xi
,
til siano spazi topologici

La topologia prodotto su TXi e
iEI

la topologia meno fine tra quelle per cui i e continua fieI

It ben definita, perche la topologia discreta funziona,

e posso quindi intersecare la topologie che soddistano larichiesta

La topologia prodotto ha come prebase la famiglia
Lit(A) / ieI ,

AlXi e aperto) = 4 (iljell XieA)

DIMOSTRAZIONE

La topologia prodotto e perdefinizione lapil piccola

topologia che rende ii continua fiel, ma questo succede

Se e solo se It (A)
, per iCI

,
AEXi aperto ,

e aperto
Quindi la topologia prodotto e proprio la topologia generata
da questi sottinsiemi, che quindi ne costituiscono una prebase
(non serve aggiungere tutto lo spazio. IXi , perche fissato is

,

alloraT(ii)

Una base della topologia prodottoe
B = [Fi(Ai 1

... 1 T (in) /KEIN ,
[

, ....
inI

,Aijtij= 1
, ....
k]

E anche immediato vedere che se Bi e una base di [i su Xi,

allora un'altra base della topologia prodotto e data da

B =(j) /kEIN , i ,
. .

.,
IkeI , AyeBij]

Nota:A = [Milie/XijAy Fj = 1 .....
kd

Oss se I e un insieme finito
,
I = 21 ...., kb

,

una base della topologia prodotto e data da

B =

[AA/AieXi
a un aperto Vi,a

e inoltre tutte le intersezioni (A) ,
dove hi

, ....
in2/1

.....kb ,

sono anche elementi di B
,

dove si prende Ai=Ni se it/i...., ind



Proposizione

Corollario

Quindi se I e finito, una base di aperti del prodotto e data da

prodotti di aperti degli spazi .

Se I e infinito, questo non e pii vero :

gli apertidi base di #Xi sono i sottoinsiemi della forma
IEI

EAi dove AieXi e aperto e Ai =Xi tranne per un numero finito di indici

Nota se III-+0
,

c'e un'altra topologia suXi , in generale diversa,

una cui base e data dai sottoinsiemiAi dove Ai-Xi e aperto.
IfI

Questa topologia epi fine della topologia prodotto,
e si chiama "box topology ,

Siano (X
,
d)

,
(V

,
d'l due spazi metrici

La topologia prodotto XXTy so XXY

coincide con la topologia indotta da una qualsiasi

tra le distanze su XXY :

de((X , y) ,
(x ,y') = d(X

,
x) + d'(y ,y

da(X , y) ,
(4 ,y) = d

,
x + d'(y , y,

do((X , y) ,
(4 ,y') =maxd( ,

)
,

diy ,yel
In particolare ,

il prodotto di due spazi metrizzabili

e metrizzabile

DIMOSTRAZIONE

Si dimostra come per le analoghe distanze suR

che di,da
,
do sono distanze topologicamente equivalenti

Mostriamo che do induce su XXY la topologia Prodotto ExXTY

Indico con t la topologia su XXY indotta da do

Dal fatto che TX : (XXY
,
dol -(X

,
di e 1-Lipschitziana

segue che e continua; analogo pery

Dunque TXXTy 1 T

Per l'altra inclusione ,
basta vedere che le palle aperte di do

sono in TXXTy .

Ma infatti

Bdo ((X,y) ,
R) = Ba(x

,
R) X Bd' (y ,

R)

maxdix ,x')
,d'(y .y)) <R d(X

,
X') <R

,
d'[y ,y1) <R

ed e dunque aperta per la topologia prodotto

RXRm =Ih+M

DIMOSTRAZIONE

Se de e la distanza euclidea di R"
,
di di Rm

allora la distanza da della proposizione e proprio
la distanza enclidea di Rn+m.



Proposizione Sia Milien una famiglia di spazi metrizzabili.

Ahora X=I Xi e metrizzabile.

DIMOSTRAZIONE

Osserviamo innanzitutto che
,

se la topologiaTi su Xi e indotta

dalla distanza di
,

allora (Xi
,
di) e topologicamente equivalente

allo spazio metrico limitato (Xi
,
dil con di<X ,y) = minddi( ,y) , 14

Infatti :

·TITi perche di(iyldi (,y)
· Tift: perche

,
dato Atti

,
vale che FxeA JEx0 +

.
c

. B(x ,=A.
Quindi A=B(

,Ex
.
Detto =minke

,
14 ,

valeAB,B,En eti

Supponiamo dunque di 11 Fi

Definiamo
,
dati= ike , Y=(ileEX

,

d(x,y=dili ,Gil
Questae una distanza :

(1) d(X,y)30 FX ,YEX perche tutti gli addendi sono non nulli e

d(x,y =0 di(Xi
,Yil =0fi> Xi= yi fix= y

(2) d(,y) =dy ,
x) perche dixi

,fil=dilyi ,Xil Fi

(3) d(x
,
z)=2 diki,zilzidilki

,Yil +dilyi ,
zill = d(

,y) +diy ,
z

Sia T la topologia indottada d e x la topologia prodotto.
·T : mostriamo che Fi

, = : (X
,
T) - Ni

,
til e continua

Datobaserin =zi

=> 2"dilki
,Yil2dili ,YilE

Ossia(BIX
,
Sil Blit

,
el

· TITX : Sia B =Ba(X,
El, e mostriamo che esiste

un aperto UETX +c
.
XeUEB

Sia Nel +
.
c .

zN1 e perognii=o
....,

N definiamo Bi=Baili,

ConsiderinV.
N + 2+=

quindi yeBtilbil =B

Quindi T=Tx e X e metrizzabile
.



Teorema (Proprietà 
universale del 

prodotto)

Lemma

Proposizione

Siano Xi
,
ieI

,
spazi topologic ,

Y uno spazio topologico
e F : Y -IX: una funzione

.

Allora :

IZI

fe continua: of : Y : Xi e continua VieI

DIMOSTRAZIONE

# chiaro perche iti sono funzioni continue e composizione di continue e continua

(E) Basta Verificare che f e continua su una prebase : consideriamo

la prebase di una proposizione precedente.

Se TLCA) e un aperto di questa prebase (cio AX: e apertol ,
allora

f (ii'CAl) = Citi of)"CA)aY

che e un aperto per ipotesi di continuit di T:of

f e aperta> data una base B di X
,

FCA) e aperto FAEB

DIMOSTRAZIONE

# orvio

(E) Se REX e aperto ,
r=B , B'

e 5(r)= flaA)=A fA) che e aperto

Sia X un prodotto topologico eti la proiezione i-esima

Allora ti e aperta

DIMOSTRAZIONE

Per il lemma, posso verificare che ti sia aperta sugli aperti

della base standard.

Un tale aperto e della forma A= (U) dove j.I,Urin aperto
Posso anche supporte jatjb se atb

#; (A) :

·Se if jn Xk = 1
, ....n , Trial = Ni Cassomo A+ P)

· se i= ju
. per un qualche ko,: (A) = FindA) =Uk

.

In agni caso
,
it: (A) e aperto in Xi

.

Non e detto invece che le proiezioni sui fattori siano chiuse

esempio Sia : R2 1 R
,
/X,y) = X la proiezione sul primo fattore diR =RXIR

It e aperta per la proposizione, ma non e chiusa :

se C= ((X ,y) EIR2/xy= 1)
,
allora C =R e chiuso

(preimmagine del chiuso (1) tramite la funzione continua (x,y)1 = xy)
Ma it(C) = IRos non e chiuso



Teorema

Teorema

Immersione nel prodotto
Sia X=TIV: e fissiamo is eI

itI

Vizio, scegliamo FeXi.

Possiamo allora definite l'immersione :

Jio : Xi > X

SJil = Wil con Fi Set

Jis e un'immersione topologica

DIMOSTRAZIONE

Per vedere che Jis sia continua
,

basta vedere che

Mi O Jio sia continua Fiel
Sa itio

,
ii o Ji(X) = Fi FxeXio

, per cu tio Ji e

costante, e quindi continua

Se izio
,

Mioo Jio( = X FXEVio, per cui tio OJio

e l'identit, che e continua

E chiaro che un'inversa insiemistica di Jio :Xio Jio(Xil

e la restrizione a Ji Nio) della proiezione tio

Poiche la restrizione di una funzione continua e continua
,
si ha la tesi

Questo enunciato ammette la seguentegeneralizzazione (con dimostrazione analogal

Sia IoI un sottoinsieme, e Vielo scegliamo FitXi.
Sia J la mappa :

J : Exi Xi
5(ii) = Milie ConS

allora J e un'immersione topologica.



Teorema

Topologia della convergenza puntuale
Sia Y uno spazio topologico eX un insieme

Allora l'insieme delle funzioni

F(X ,
Y1 = /f : X > Y funzione 3 e in bigezione naturale con Y=Y

dove Yx = Y ExeX
esempio X= [0

,
1)

,

y50 ,
1

= 15 : [0
, 1] >YY

Tramite questa identificazione, possiamo dotare FIX
,
Y) della topologia prodotto,

che in questo contesto prende il nome di topologia della convergenza puntuale.

Sia fn :X - Y una successione di funzioni.

Allora In of in YX- En(x) > f(x) in Y
,AxeX

DIMOSTRAZIONE

() Se fn f in Y
, per definizione di topologia prodotto

le poiche funzioni continue portano successioni convergenti

in successioni convergentil , ExeX ity(fn) >x/5),

cioe AxeX fn(x)E

(E) Devo mostrare
,
FU intorno di F

,
FrEU definitivamente.

Un tale intorno U contiene un aperto della base standard

di YY contenenteJ. Per definizione di topologia prodotto,
esistano percio ye , .... yaeX e aparti VI , ....

Un di Y

tali che U2j(vi) 1 ... n (V) 75

Per ipotesi, so chelim Fr(yi) = F(yj) Vj= 1, ...,
k

Dunque definitivamente fn/y1/EV
, ..., fn(Yk) EVk

Trattandosi di un insieme finito di condizioni, posto n = maxim, .... hm 3,

no che Fnza EnysleV Vj= 1, ....k.

Ma allora Frn , Snejj = U,

per cu fnfin YX .

Abbiamo visto percio che un intorno di E in YY seleziona un numero finito

Y1...., Ya di punti di X
,

un intorno di Flyj)
, j = 1

,...,
k e include poi tutte

la funzioni che "passano, perquegli intorni.

Ya

~



Teorema

Teorema

Def.

Assiomi di separazione

Sia X uno spazio topologico. AlloraX sidice

· To seXX iyeX ,
X+Y JU aperto tale che XeU e yeU o Viceversa

· Tn seXX ,yeX , Xey JUel
, yeU , JVelly) ,

XeV
· Ta lo di Hausdorff) se FX,yeX , X+y , JUCI() ,Velly) tali che UnV=

Oss TaTy =To

Il viceversa e falso

esempio La topologia cofinita su R e Ti ma non T2

Infatti
,

se X+Y ,
U =/Yy) e un intorno di x che non contiene y.

Pero, se U eV sono intorni dix ey ,
allora contengono aperti non vuoti,

ma due aperti non vooti della topologia cofinita su R si intersecano sempre

X eTi>FxeX ,
Ex e chiuso.

DIMOSTRAZIONE

Ex e chiuso>XX) eaperto XIX) e intorno di ogni suo punto

= FyeXX) , XYx) e intorno diyVyFX JUelly) U =X-
(sovrainsiemi di intorni di y sono intorni di y

=>Fy+XJUel(y) xU

Nel prodotto XXX
,

la diagonale A=XXX

e l'insieme A = / (X ,
X)

,
XeX !

X eTz> D e chiusa in XXX

DIMOSTRAZIONE

A e chiusa XXX1A e aperta in XXX

=>FN,y) = /XXX)-A 72 aperto della base standard di XXX

t
.c

. (x,g) e= (XXX) - D

=> Ex+y JU ,
V aperti di X +

. c.
(x,y)eUxV=xX) - A

=> FX+y JUV aparti diX +c
.
XEU

, yet e UnV=

= Ve Tz
.



Corollario

Corollario

Corollario

Se f : X - Y e continua e Y e Tz
,

allora il grafico di f e chiuso in XXY

DIMOSTRAZIONE

La funzione F : XXY - YXY

F(X
, y) = (f(x)

,y)
e continua perche sono continue la sue composizioni con le proiezioni :

T20F(X
,y)=z(f( , y) = y , per cui20 F = Ta che e continua

MoF(X
,y) = M , (f() , y) = f(X)

,
per cutof= fort,

che e continua

Ma essendo Y Tz
,
la diagonale A= YXY e chiuso, per cui

F"IAI e chiuso in XXY

#(D) = ((X, y) (XXY +c
.

F(x,y) =D) = ((X ,y)eXxytc . y= f(x))

Siano F
, g : X - Y continue e Y sia T2.

Allora l'insieme R= (xeX +
.
c

.
F(x =g() e chiuso in X.

DIMOSTRAZIONE

Sia F : X >YXY

F(x) = (f(x)
,g(x)

Tale F e continua perche lo sono la sue composizioni con la protazioni.

Per cui
,

essendo Y Tz
,

l'insieme

#"

(D) = (xEX +.c . F(x)EA) = [xeX +
.c . f(x)=g(x)) = - e chiuso

Sia XT2
, f :XX continua

L'insieme dei punti fissi di F ExEX t
.
c

. f(x) =XI e chiuso

DIMOSTRAZIONE

Basta applicare il corollario precedente con g= idx



Teorema

Teorema

Def.

L'assiona Tz e fondamentale per molte ragioni.

Ad esempio , per l'unicit del limite

Sia X Tz
,

e sia (n) una successione in X

Alloraem Xn, se esiste, e unico

DIMOSTRAZIONE

Per assundo
, supponiamo 72.

.
1EX

,
li+ 12

, elimX = l,X=

Siccome X e Ta
,
JUEIChl

, JVellal con UnV = a

Per definizione di limite
,
XnEU definitivamente e XnEV definitivamente

quindi XnEUnV = 0 definitivamente i

X metrizzabile = X T2

DIMOSTRAZIONE

Siano X,YEX ,Xy . Sia K= d(x,y1 >o dove

d e una distanza che induce la topologia diX.

Allora la palle aperte di centro x e y e raggio k/2

sono intorni disgiunti di X e y :

infatti, per la disuguaglianza triangolare,
se esistesse zeB,/2)nBly ,

k/2)
,
avremmo

d(x
, y) 1d(

,
z) + d(z

,y) E +z =k4

Dunque metricotTh

Uno spazio topologico X si dice

· Tz se FxeX e FCEX chiuso
,

X*C

JU ,
VEX aparti con xeU

,
CIV e UnV=

· Ta se FC ,
C' =X chiusi con CnC' = a

7U
,
U' =X aperti con CEU

,
CEU'

,
UnU= d

regolare se e Tz eTr
· normale se e Ta e Tr

Fatto Tz o Tu non implicano Tr

esempio La topologia indiscreta e Tu perche le uniche coppie
di chiusi disgiunti sono 10 ,

X1 e/0 , 03 che vengono

separati dagli aparti 10 ,44 , 10 , 03
Se IXI2

,
la topologia indiscreta non e Tr

Isi dice che gli aperti U
,V separano C

,
C'se C=U

,
C'EV

,
UnV =)

L'indiscreta e anche Ts
, dunque T #Ti



Teorema

Lemma Sia (
,
al metrico e sia AEX.

Poniamo da :X-R
da(P) = inf(d(P ,

al laeAl
Allora dae continua e dilo) =A

DIMOSTRAZIONE

Per vedere che da e continua
,
basta controllare che sia 1-Lipschitziana,

cio /da()-dalyl/d(,y) xiyeX
Fissiamo X,yeX ,

FaeA valed(x,
al 1d(x,y1 + dy ,a)

Passando all'inf su acA sul membro di sinistra
, ottengo

che FacA da() = d(x
,y) +dy ,a)

Passando all'inf su azA nel membro di destra, ho

da(x) = d(x ,y) +da(y) = da() - da(y) = d(x,y)
Per Simmetria (da()-da(y)/1d(x ,y)

Dunque f e continua

Infine
,
Per Fezo BIP ,

e) na + d

=> Fazo JafA : dlp ,
ale infldpallaA4 = 0dalpl= 0

MetrizzabilenormaleregolareTi

DIMOSTRAZIONE

L'unica implicazione non immediata e "metrizzabile => normale,

Sappiamo che metrizzabileTn

quindi ci basta vedere metrizzabileTa

Siano C,C chiusi disgiunti di X

Sia ora F : X -R

=ac
f e ben definita:

Se avessimo da(X+d(X) =0
,
poiche dal30

,
dal30

,

dorrei avere da(x) =da = o, e allora per il lemma

Xtd
,
(0)nd(0) = [n[z = Gr =04

Inoltre f e continua perche rapporto difunzioni continue

con denominatore non nullo

Pongo ora U = f-(75 .
5))

,
V= f+)(3,)

e osservo che Ue V sono aperti e disgiunti.
moltre

,
se xec, f(x) = o

Se Xeca : f(x= 1

Per wi U2C
,

V =Ca



Lemma di 
Urysohn

Teorema

Proposizione

SeX e Tu e G
,C sono chiusi disgiunti di X,

esiste f :X > To
, 1] continua tale che

fizo Execi ,
fixi = 1 FXECa

X e Tz FXEX ammette un SFI chiusi

DIMOSTRAZIONE

#) Sia XoEX e sia UEIKxol l'insieme di tutti gli intorni chiusi

Basta vedere che U e SFI
,
ciol che

AWEIGol JUel t
.
c

.

YeUEW
*

Poiche W e un intorno
,
XocLV =W e percio

XC=X-W con Cchiuso

Poich X e Tz
, esistono aparti disginti #

UiV con vo U e CeV

Xo
·
EPercostruzione

,

UeIko e percio locanchet . =xPer concludere
,

basta osservare =W. -

Infatti
, poiche UnV =0

,
UIXIV chinso

dunque TXIV = X -C==W

( Dati xEX
,
CEX chinso con #X

Osservo che WV = XIC
,
essendo un aperto che contiene Xo,

quindi e un intorno di Xo.

Per ipotesi JD intorno chiuso dixo con XoeD =W

Essendo un intorno
,

Xo eDD

Allora Xo EDaperto e C = XII=XID aperto

e naturalmente Dn/XD) = a

Gli assioni T
, e T2 passano a sottospazi e prodotti

,
cioe :

II seX e Ti
,

allora ogni sottospazio diX e Ti

121 se ficI Xi e Tj , alloraXi e Tj Ivaleil se e solo sel

DIMOSTRAZIONE

Vediamo (1)
,
(2) por Tz.

Il Se YeX e 4,,42EY , Y:Ya ,
se X e Ta

,
esistono intorni, che posso

supporte aperti ,
U

,
V di y, e ya in X +

.c
.

UnV= 0.

Allora UnY e aperto in Y e contiene y, per cui e un intorno di y,
in Y.

Analogamente V1Y e intorno di ya in Y e(UnYn(VnY) = (UnVnY= a

121 se FicI
,
Xi e Ta

,
dati punti Miliez e (Yilier di Ei

Se (xiliei + (YilieI
, JiEl t

.
C . Xio #Yio

Ma Xio e Tz
, quindi JU ,

V apareti di Xi con XioEU , YisEV ,
UnV =0.

Ma allora TT(VI eVI sono aperti disgiunti diXi
che contengono rispettivamente (Viliei

, (GilieI



Proposizione T3 passa ai sottospazi,mentre

Tu passa ai sottospazi chiusi

lesistono esempi di sottospazi non Tu di spazi Tul

DIMOSTRAZIONE

4) Sia Y EX
,

X Tz, e siano peY e C2Y chiuso di Y t
. c

. peC
Per definizione di topologia di sottospazio,

7C'X chiuso t
.c

.

C=C'nY

Osserviamo che peC' ,
altrimenti peCnY =Ch

Dunque ,
poiche Xe Ts

,
JU ,

V aperti diX + .c . peU ,
C' =V

,
UnV=

Ma allora UnY e VnY sono aperti di Y

t
. c

. peUnY ,
CC'nYEVnY .

21 Sia X Tu e VIX e chiuso
,
dati C

,
CY chiusi disgiunti,

allora Ci,C sono chiusi inX

Dunque JU .
VEX aparti t .c .

CU
,
GEV

,
UnV = 0.

si conclude considerando UnY
,
UnY.

Dove si blocca la dimostrazione se Y non echiuso ?

Come in (11
,

7 Ci ,
C = X chiusi +

. c. C=CinYeCc=CnY

Posso applicare l'assiona Tu a Ci ,
C ?

No
, perche da C1Cz= d non posso dedurre Cinc= a

Ad esempio ,
se X=R

,
Y = 10

,
1) v11

,
21

, posto C,
= 10

,
11 , Ca = 11

,
2)

,

che sono chiusi inY in quanto C = [0
, 1] nY

,
Ca = [1 ,2]1Y,

se Ci e un chiuso diX=R che contiene C
,

allora Ci2[,
= [0

, 1)

e analogamente un chiuso di che contiene C,

allora (2zz= [1, 2)

Per avere un esempio di spazio Tu con un sottospazio non Ta,

basta osservare che ogni spazio Y e Comeomorfo al

un sottospazio di uno spazio Ta X cosi attenuto :

X = YH404, e gli aparti di X sono tutti e soli

gli aperti di Y e X stesso Le una topologia
Ora se C=X e un chiuso non vuoto, OEC,

dunque non esistono chiusi disgiunti non vootidiX
,
e Xe Tu.



Proposizione Dato un insieme di indici I
,

se Xi e T3 VieI,
allora. I Xi e T3

DIMOSTRAZIONE

Sia x=KilieIEXEi e CEX chinso con XeC

Quindi A= Xi C e aperto e XeA

Basta quindi trovare un aperto U +
.c .

xeU=A

Sia V =Vi aperto dibase +
.
c

. XerA XieVi =Xi.
itI

Poche Xi e T3
,

7WVi apertoc
. XiEWEV (eVXil

Se inveceVi=Xi
, pango Wi=Xi Caperto echiusol

Sia U =Wi apertodibase diX +.c .
XeU

.
Allora

xWiVi = V =A
itI

chiuso perche
prodotto di chiusi

Infatti, in generale ,
se CiXi e chiuso fieI,

allora.Ci = NitilCil e chiuso perche intersezione di chiusi.
IEI

=> xeUCA con U aperto
=>Xi e T3



Ricoprimenti 

Def.

Def.

Def.

Teorema

Sia X topologico .

Un ricoprimento U= /Ai ,
ieI) di X e un sottoinsieme

UEPI t
.
C . XAi

Si dice aperto se ogni Ai e aperto
si dice chiuso se ogni Ai e chiuso

si dice localmente finito se /Ailiez e localmente finita

sia Ai
,
ieI una famiglia di sottoinsiemi diX

Tale famiglia e localmente finita seXpeX

JU intorno di p +c. LieIt .
c

.
Ain U +01 sia finito

esempio (1) [[n ,
n+] / neX] e un ricoprimento chiuso localmente finito diR

1214E-M ,nJ/neIN) e un ricoprimento chiuso ma non localmente finito diR

Un ricoprimento I di X e fondamentale se vale la sequente proprieta
R1X e aperto> ReAi e aperto in Ai fiel

Fatti : (1) () vale sempre per definizione di topologia di sottospazio

121 e equivalente chiedere che

CEX echiuso CiAi e chiuso in Ai fiel
131 non tutti i ricoprimenti sono fondamentali

esempio X=R con la topologia enclidea e

U= (4X)IXEI), e chiaro che
,

dato YIX,

si ha Yn/x) e aperto in /x4, ma non tutti gliYeX sono aperti

Un ricoprimento aperto e fondamentale

DIMOSTRAZIONE

Sia U= /Ai,cell un ricoprimento e REX

t
.c.

RNAi e aperto in Ai FieI.

Poiche aperto di un aperto e aperto nello spazio ambiente

e Ai e aperto di X
,
RnAi e apertodi X.

Dunque R=E Ai e aperto in quanto unione di aperti

Il controesempio sopra mostra che i ricoprimenti chiusi

in generale non sono fondamentali.



Lemma

Teorema

Teorema

Sia Di
,

leI una famiglia localmente finita

di sottoinsiemi di X.

Allora Pi=Di

DIMOSTRAZIONE

Abbiamo gia visto che vale per unione finita

L'inclusione UDi = UDi vale sempre ,
in quanto

El LzI

Fuel
,

DisEie Dio FDiDie Pi
Per l'altra inclusione

,
sia pe ,Di

Per ipotesi , JU intorno (aperta dip +
.
c

. (iIt .
c

.
UnDi+) = /h , . . ., in) efinito.

Sia W un qualsiasi intorno di p. .

Allora We U e intorno di p,

per cui essendo peDi ,
si ha WeUn UDi + d

LEI

poche UnDi =0 Vichie ....,ind ,
si na che WeUnDi + d

=>WeDi , dunque peD=Di = UDi
itI

Un ricoprimento chiuso localmente finito e fondamentale

DIMOSTRAZIONE

Osserviamo che un'unione localmente finita di chiusi e chiusa
,

infatti

U=Ci =P
iEI

Sia ora /Di
, jeI] un ricoprimento chinso localmente finito di Xe

sia Y2X tc. Ye Di sia chiuso in Di Fiel
Poiche chiuso in un chiuso e chiuso

, YnDi e chiuso in X, e dalla locale

finitezza di /Dil segue la locale finitezza di (Y1Dil
Dunque Y = U)Y1Di) e unione localmente finita di chiusi,e percio e chiuso

itI

Sia U=Ai, jell un ricoprimento fondamentale di X

e sia F : X >Y Una funzione
.

Allora

f e continua #flai : Ai >Y e continuaFiel.

DIMOSTRAZIONE

#I e sempre vera

(E) Sia 12 Y un aperto. Poiche flai e continua,

fair) = FrInAi e aperto in Ai Fiel.

Per definizione di ricoprimento fondamentale,

F-IR) e aperto in X
, per cui f e continua

esempio f : R.R

Il Se fros e continua e flos e continua
,

non edetto che f siacontinua

12) se fro
,
+si

e continua ef 70 , 03
e continua

,

allora f e continua

perche 1-8
,
03

,
to

,
+81 e un ricoprimento chiuso finito, dunque fondamentale

13) il fatto (21 vale FF : /R -Y
,
dove Y e topologico qualsiasi



Connessione 

Def.

Teorema

Sia X topologica
X si dice connesso se vale una delle sequenti condizioni equivalenti :

I non esiste una partizione di X in due aperti disgiunti non vooti

7) A
,Baperti ,

A+, B+, ArB= 0 , Aub=Y

(2) non esiste una partizione di X in due chiusi disgiunti non vooti

= A
,
B chiusi

,
A+, B+, AnB = 0 , Aub=Y

13) l'unico sottinsieme AX aperto ,
chiuso e non vuoto e X stesso

Il fatto che siano equivalenti e semplica :

III)(2) passando ai complementari

/per una partizione X = ALB, A e B sono aperti A ,
B sono chiusi

peiche A = XIB e B=XA)

IX(3) se X = ALB
,

con A e B aperti non voti,

allora A e sia aperto ,
sia chiuso, non vuoto, diverso da X(B+ Q).

Viceversa
,

se A e aperto ,
chiuso, non vuoto eX,

allora X =A(X-Al e una partizione in aperti non banali

L'esempio fondamentale di spazio connesso e dato dal seguente teorema.

[0
, 1] e connesso

DIMOSTRAZIONE

Sia A[0
,
1] un aperto

,
chiuso e diverso dal ruoto.

Se fosse A+[0 , 1], a meno discambiare A con il suo complementare
Che e ancora aperto echiusol posso supporte o EA

Sia R= ( to e [0
,
1) / to

,
to] =Al

Poche OCA
,

[0
, 0]A per cui or

, quindi R+ &

Sia E = SUP-, che e ben definito perche R#0 e R2[0
,

1).

La tesi e equivalente aF= 1.

Vediamo innanzitutto che E = maxi
, per cui FER

Essendo E= supe , Fland con trea e EnE dal basso (tnE (n)
per cui [0 ,tn)A Fn ,

dacui [0
,El = neto ,n] = A.

Poiche A chiuso
,

[o
,El = [0

,
EJ =A

, per cui EER e quindiE=maxe

Se per assurdo EC1
, poiche A e aperto in 50

,
1], esiste Eso t

.
c.

LE-E
,
Etaln [0

, 1][A
.

Ma allora
,
scelto 01-E/posso sempre farlo diminuendo l'e data) :

to
,
EtEl = to ,ejuie-e

,
+Elea e [0

,
E+] =A

,

cioe E +EE1 contro il fatto E =maxa



Def.

Teorema

Proposizione

Proposizione

Def.

X si dice connesso per archi seXX , yeX

7 un arco p ,
cioe una funzione continua p : [0

,
1) <X con Ulo= X

,UH)=y

Sia F : X -Y continua

II Se X e connesso
, FIXI e connesso.

I2) seX e connesso perarchi
, fIXI e connesso per archi

DIMOSTRAZIONE

(1) Per assurdo, sia FIX) sconnesso, cioe siano A
, B aparti

di F(X) disgiunti non voti con fix) = AuB

Poiche F : X If(XI e continua
, f"(A) e f"(BI sono aperti di X

non vuoti perche f : X -FIX) e surgettiva e disgiunti,

per cui X e sconnesso
Le chiaro che X= F" (FN) = F"(A) vf"(B) )

(2) Siano 41 . 42 EF(X) : per definizione IX1
,
XeX t

.
c

. fixel = Ye ,
fixal= Ya

Poiche X e connesso per archi
,

esiste un arco p : [0
, 17 -X

con plo=Xi
, UIll= X2. Ma allora for : [0

,1) f(x)

e un arco continuo che Connette F(ulo) = f(x)= Y1 e f(r)) =f(x)= Ya.

X connesso per archi => X connesso

DIMOSTRAZIONE

Per assudo
,
siaX sconnesso : X = A HB con A

,B aperti non vuoti.

Siano XoEA
,
X. EB (perche A

,
B+Q). SiaVun cammino tra No e X

.

Gli insiemi U"(A) e p-(BI sono aperti (p e continual
, disgiunti,

non vooti (0EU"(A) ,
1 EU

- (BI) e ricoprono 10,
1).

Dunque [0 , 1) e sconnesso 4
.

U"(A) U
-(B)

[I I·
O

-IR" si dice convesso se fu ,we

↓to + 11-t(w/ tet0 ,1]) = Re (Segmento di estremi vew)

Ratt" convesso e connesso per archi
, dunque connesso.

DIMOSTRAZIONE

Dati piqer ,
l'arco U : [0

.1]en

UC) = 11-Ep+ ta e continuo
, congiunge p e 9

ed e contenuto in 12 /perche e e convesso



Teorema

Lemma

Fatto I convessi di R si chiamano anche intervalli

AIR. Sono fatti equivalenti :

II) A e convesso IA e un intervalld

Ri A e connesso per archi

(3) A e connesso

IPer sottoinsiemi diR
,
laconfessione e equivalente

alla confessione per archi

DIMOSTRAZIONE

1) => (2) = (3) Visto sopra

13) = 11) : Mostriamo che se A non e convesso, allora Anon e connesso.

A non convesso = Jao
,an EA +

. c
.

[ao
,an]A

=> Ja.Ea
, con do

,
a. EA ma EKA

E

.........
Allora A - /An78

,Ell ulAn(E ,
+ol), aperti di A

.

disgiunti e non Voti perche areAil-o.) e aleAn/E + el

Siano AEZEX
,
X topologico,

e sia A la chiusura di A in Z.

Allora A =Anz

DIMOSTRAZIONE

Per definizione dichiusura :

N knzl =znlc = zn#causzc'ciusodi l'chiuso diX
ACI ACI

NOTA : se sostituiamo alla chiusura la parte interna
,
l'enunciato e falso

esempio A= 103
,

Z = (0) ,
X=R

La parte interna di A in Ze Lol
La parte interna di A in Xe

Anche meno drasticamente : z =Mx(0R =X

FAEZ
,

=Z= ma esistano molti A1Z

la cuiparte interna in Z e #D ,
ad esempio A= 10

,1)x40



Lemma

Corollario

Y =za =X
Se Y e connesso

,

Z e connesso.

DIMOSTRAZIONE

Sia A un sottoinsieme aperto ,
chiuso e non vuoto di Z

Notiamo che Y e denso in Z
,

in quanto T =Tnz= z

Poiche un aperto non vuoto interseca sempre un denso
,

Any&

Ma allora
,
essendo A aperto e chiuso in Z

,
AnY e aperto

e chiuso in Y. Poiche Y e connesso e Any + 0,
allora AnY = Y

,

cioe Y =A. Essendo A un chiuso di Z
,
si ha

pero che#A. Ma allora A==T= z
,
dunque A= Z.

Se YeX e connesso, anche T e connesso.

Cerchiamo ora di costruire un controlsempio di spazio connesso

ma non connesso per archi

Siamo V = 4/x ,
sinEl ,04R =X I

e z =Vuklo ,old
Y e connesso (per archil perche immagine del connesso

Co , tal tramite U : (0 +8) +R
, G(X) = IX

, sine) e y e continua

= chiaro che 10
,
dET, ad esempio perche la successione (n ,0) e contenuta in Y

e tende a 10 , 9 : percio Z-Yu10 ,% -T, e percio , per il lemma
,
z e connesso.

Per vedere che z non e connesso perarchi
,
basta vedere che un qualsiasi cammino

continuo U : [0 , 1] 1z con Vol = 10 ,01 e necessariamente costante

Inparticolare ,
lo

,
ol non e connesso a nesson altro punto diztramite un arco continual

Vediamo che U"(10 ,
01 e aperto e chiuso in [0

,
17, per cui,

Essendo Oep-/l0 ,
al

, p-40 ,01 sara tutto 50 ,
1], cioe f sara costante.

Essendo preimmaginedi un punto, che e chiuso perche ZIR2e Ti,

U-(10 ,
01 e chiuso .

Vediamo che e aperto. Sia to e[0
, 1] t

.
c

. Htol = 10
,
0

e supponiamo per assudo che FneIN
,
121

, 7tnE(to- ,
to +) 150 , 1]

con pitn) + (0 ,0 ,

cioe pltn) = (Xn .simen
Idea : tra to e tr

,
l'arco y deve percorrere tutte le oscillazioni

tra 10
, 0 e IXn

,
sin)

,
che contradica la continuita in to

Formalmente : se : ZR e la proiezione sull'asse X,

Top e continua
, per cu MoU([to . +n]) Isetstol o

#or([tn ,
to]) (setrcto) e un connesso di R che contiene

Moploo e topltn) =Xn , percio ,
essendo i connessi di IR gli intervalli,

contiene tutto [0 , Xn] e in particulare conterra un punto
M

della forma
E+2kit . Per au p([to .tn)) (0 U(Etn ,

to])) contiene

un punto della forma (I2k ·
Sin +zkt)) =(yn ,

1) con un compreso tra o eXn.

In definitiva
, Fn21 no trovato un valore tin can treto-hto that t

.
c.

l'ordinata di Ultil sia uguale a 1
.

Questo contradica la continuita di U in to
,
visto che Ultol = 10

,
0

.



Proposizione

Proposizione

Se X e Y sono connessi
,

allora XXY e connesso

DIMOSTRAZIONE

Siano A
,
BIXXY aperti non vuoti +

.
c

.
XXY = AUB

.

Mostriamo che AnBQ

Osserviamo cheXIA),x/BI sono aparti non vuoti diX +.
c

.
#x(A)uX(B1= X

Poiche X e Connesso ,x(A)n(Bl + 0 = JXoEx(Almitx(B)

Analogamente su Y
, 7 Yo ETy(A) nTy (B)

Quindi (Xo
, Yol EArB = AnB + a = XXY e connesso

Se X e Y sono connessi per archi
,

allora

XXY e connesso per archi

DIMOSTRAZIONE

Siano EX e .Yil ,
142

,Yal EXXY .

Poiche (x,&xYEY e connesso per archi
, 7U, cammino

che porta (X1
, %1) in (41

.Ya)

Analogamente su XX42) , 5 va cammino che

porta (X1
, Y2) in (2

,Yz)
Quindi la giunzione Vi * U2 e un cammino che porta
(

,Y1) in (2
. Ya), e dunque XXY e connesso per archi



Componenti connesse

Def.

Lemma

Proposizione

Se X e uno spazio topologico, Xo EX,

↓Yibiei sottospazi di Y connessi e t
.
c

.
No EYi

Allora UVi e connesso.
iEI

DIMOSTRAZIONE

Sia AY =Yi un aperto ,
chiuso,non vuoto.

Voglio mostrare che A=
V.

Se A= Y
,
ho finito. Altrimenti

,
YA e aperto

,
chiuso,non vuoto.

Uno tra A e YA contiene X. Supponiamo NLOG che XoEA

Ora AnYi Vi e aperto ,
chiuso, non vuoto (ontieneXo).

(SezY =X e Ye zhanno la topologia di sottospazio diX,
allora la topologia di sottospazio di Zindotta da Y

coincide con quella indotta daX

Per confessione di Vi
,
AnYi = Yi, dunqueYiA

segue che ticAY = A= Y
.

Se XoEX
,

la componente connessa di Xo in X
,
C(Xo),

e il piil grande sottoinsieme connesso diX che contiene X.

La definizione e ben posta per il lemma : e chiaro

che si ha (( = UC
Cannesso

NEC

e c'e almeno un connesso che contiene Xo , do

III Le componenti connesse sono chiuse

(2) Le componenti connesse formano una partizione diX.

DIMOSTRAZIONE

Ill si e visto che la chiusura di un connesso e connessa.

Quindi
,
se XoEX

,
Chol e un connesso che contiene Xo.

Per definizione ((d =C(o) = C(x) = C(o)
,
ciol Co e chiusa

(2) Voglio mostrare che /CK0/XoEX) e una partizione diX.

Questi sottoinsiemi ricoprono X perche Xoe((X0).

Inoltre
,
se Chron((X) + 0 , preso yec(oa (IXI) e

applicando il lemma, si conclude che ((o) u C(X1) e un connesso

Ora pero ((xo
,
Chil e Co UCCXI)

, quindi per definizione di

componente connessa
,

((o) = ((Xou((X1) = C(X)



Def.

Def.

Proposizione

Corollario

Def.

Se X ha un numero finito di componenti connesse,

queste sono anche aperte

DIMOSTRAZIONE
n

Se X=i
,

dove Ci sono le componenti connesse,

Ci = XiUCi e aperto fize
,...,

n
S

Uno spazio X e totalmente sconnesso

se le sue componenti connesse sono tutti e soli i punti di X.

Oss In generale ,
le componenti connesse non sono aperte

esempio Facciamo vedere che QIR e totalmente sconnesso

Supponiamo per assudo che CQ sia un connesso con

almeno due punti ,
Xo eX1

,
WLOG Xo <X1.

Sia re(Xo
,Xi) irrazionale : C=Kn+,r) (n(r , +Oll

C, e C2 sono due aperti
,
disgiunti, non vooti di↳

Si poteva anche notare che i connessi di Q sono i

connessi di IR contenuti in Q

Un cammino o arco in X e una funzione continua U : [0 , 1) -X

Se U , r : [0
, 1] - X sono due cammini t

.
c

. UH) = p'CO),
la loro giunzione U&p' e il cammino definito da

(P & (')(t) = (((2t) seteto, 112)

U'(2t-1) sete[12
,
1]

E chiaro che (8Xp'((0) = Xo
, (px()(1) = x2

ed e continua perche <[0 , 12] ,
[12

, 134 e un ricoprimento chiuso finito,

quindi fondamentale , di [0 , 1) e le funzioni +plat ,
theUlt-il sono continue.

Consideriamo la relazione di equivalenza su X :

X ~X esiste un cammino da Xo a X1 U : [0, 1) -X t . c . flo= Xo
, Ull= X

~ e una relazione di equivalenza

DIMOSTRAZIONE

Al XorXo, ad esempio tramite il cammino costante

(2) Xorke = X,Xo

Se p : [0
, 1)1X e un cammino con flo = Xo e fl =X

,

allora F : [0
, 1] >X

,
can j(t)= p(1-t)continual

,
e un

cammino con F(d)= p(1) = X1
, (1) = p(o) = No

(3) XoNXe
,
X NX2XoNX2

Siano U. : [0
, 1] > X un cammino traxeX1 e

U2 : [0 , 1] > X un cammino tra X1 e X2 .

Il cammino KXV2 e tale che (W* (((0) =No e (VP2)() =X

quindi XonXz



Def.

Proposizione

Def. Se Xo EX
,
la componente connessa per archi (cpal di Xo

,
A(Xo), e

la classe di equivalenza di Xo per la relazione v.

4) XoEAxol XXoeX
R de componenti cpa formano una partizione di X

13) Axol e il pii grande connesso per archi che contiene Xo

DIMOSTRAZIONE

III
,
12) : chiari per costruzione

13) : AlXol e connesso per archi : infatti
, presi X

.
XaEA(xo),

soche XoNX,VX
, NX2

Quindi 70 : [0
, 1) -X +.c

. Uld = X
, 0(1)= X2

ma e chiaro che p ha valori in Akol : se acto , 17

e guardo plal , Ulto,as
"O praticamente un camminotra P(o)=X.,U(a)

quindi Ula) ~X, ~Xo => Ucal EA(Xo)

Rimane da vedere che se A e <pa e XoEA
,
allora A = A(Xo).

In effetti, se Xi EA
,
visto che XoEA e A e Cpa ,

XonK :

7r : [0
,
1] >At

.
c

. Hol= Xo
, +(1) = Xe

.

La composizione lot : [0, 17 IX e un cammino in X

che collega Xo e X

Segue che X,EA(xo e dunque AIA(xo)

Oss Visto che cpaz connesso,

si ha AkolC(o) FXEX
In generale non vale l'uguale
Inoltre le componenti ca non sono ne aperte ne chiuse

esempio Y = 110 ,940/(x ,sin) /x30R

Si e visto che Y e connesso, ma non e connesso per archi

E' chiaro che la componenti cpa diY sono 410 ,014 eil suo complementare.

Si ha che /10 ,01) e chiuso ma non aperto, e il suo complementare
e aperto ma non chiuso.

Uno spazio topologio X si dice localmente connesso (per archi

se FXeX esiste un sti di Xo connessi/per archi



Teorema

Proposizione

esempio (1) Un aperto diR loc. Cpa

Sperche le palle aperte sono cpal

e quindi anche localmente connesso.

Ri Il "pettine infinito"

X= RX40U lata(9) xM) -

X e cpa ma non localmente cpa.

E Cpa: e facile vedere che 10 ,0 ~(xo
, Yol F(X0 , Yol EX

Basta collegare (o
,
o con (xo ,ol con un cammino orizzontale

e poi (40
,
0) con (40 , Yol con un cammino verticale

Non e localmente cpa : guardiamo 10
,
11 EX. Se U= / Vilies e un sti di (0

,
1),

allora per definizione Fiel +
. c. Ui =B)(0

.
1)

, 2)
Visto cheUi e intorno di 10

,
1),

Jaso t
. c .

B(0
,
11

,
El 14Vi

Per concludere
,

si mostra che FreRiQ t
. c

. Windr e Vindary
danno una partizione di U: in aperti nonvooti, quindi Vi non e cpa.

Se X e uno spazio topologico localmente

connesso per archi e connesso, allora

e connesso per archi

DIMOSTRAZIONE

Prendiamo XoEX e consideriamo A(X) la sua compenente apa.

Vaglio mostrare che A(xo)=X
.
Mostriamo che Alxol eaperto e chiuso,

per confessione poi segue Acxol = X.

Mostriamo chel aperto : e intorno diogni suo punto.

Sia X, EA(Xol
,

ciol X, ~No

Visto che X e localmente Cpa. 7 U intorno di X, Cpa

Dico che UEAGol : se XaEU
,
XanX

, quindi Xa ~Xo
,
ciol XzEA(Xo)

E anche chiuso perche le cpa sono una partizione,

quindi Alxo = X-UA
XEX

Quindi Acxol e aparto e chiuso
, quindi A(xo) =X.

Se X e localmente cpa ,
allora

I de componenti cpa di X sono aperte e chiuse

121 Se UEX e aperto, U e localmente pa

13) Tutti gli aperti connessidi X sono anche Cpa.

DIMOSTRAZIONE

(1) visto nel teorema

(2) Se UIX e aperto
,
XEU e U= /Vil e SFI di Xo con Vicpa

,
allora

u' =qVilViUIEU e Sti di Xo in J

(se V e un intorno di xo in U
,
XeV =U

,
allora V e un intorno di Xo inX

Dunque Fit
.
c

. Vi=V = U =Viel'(

131 Se UEX e apento, ,
e loc

. Cpa per (2)
,

e se e connesso,

per il teorema e cpa



Il funtore To

Usando la connessione si puo dimostrate che I non e ameomorto a R"
,
nz

le anche vero che IRPERM n= m
,

ma servono strumenti pi avanzati)

Infatti
,
se per assudo F :-I" omeomorfismo,n2

,
allora

preso xeR
,

la restrizione di f :

SIM : RYx) : Rf(x) e ancora un omeomorfismo

Isegue dalla def
. di topologia di sottospazio e dalla proprieta universale (

Pil un generale,
se f :X > Y e un omeomorfismo, e Z=X sotinsieme

,
allora

flxiz : XIz 1 YIf(z) e ancora un omeomorfismo

Questoe assudo perche RY/X) = 1- N
,
Xu(X ,

+ N) e sconnesso, mentre

R"X) per n2, e cpa i due punti sono connessi dal segmento
che li congiunge se f(x) non ci sta

,
altrimenti si "gira intorno

, a f(x) (

Allo stesso modo, se X e Y sono due spazi con un numero diverso di

componenti connesse lanche infinitol
,

allora X e Y non sono omeomorti

Pi sistematicamente
,
se X e uno spazio topologico, si definisce

No (XI = (insieme delle componenti connesse per archi di X4=~

dove Xuy se sono connessi da un cammino

Se f : X >Y e una funzione continua
,

induce una funzione

Molf) : Fo OttoLYI

X ... Y

X-y) > f(x)vf(y)
V: To

. 1] >X1 > for : [0 . 1] - Y

Inoltre

· Molidx) = idy

sef : X -Y
, g : Y 1Z continue

,
allora

To (gof) = Mo(g) o Tolf)
Si dice che to e un funtore dalla categoria degli spazi topologic

alla categoria degli insiemi :

To : (Topl > (Sett

↓ 1 > To(X)

fX -Y 1Hoff) :o () ToTY)

Consequenza : se f : X - Y e un omeomorfismo, allora

Mo(fl : Fo(X) > Ho(Y) e una bigezione

Isegue dalle proprieta elencate

Quindi
,

se Ito(X) + /YI) ,
X eY non sono omeomorfi

Oss chiaramente non vale il Viceversa
,

ciol puo essere

Ito() = Ito(Y)) ma X non e omeomorto a Y

esempio X= 4x3
,

Y = [0 , 17



Compattezza

Def.

Def.

Proposizione

Uno spazio topologico X si dice compatto se

da ogni ricoprimento aperto U=/ Viliez si puo estrarre

un sottoricoprimento finito
,

cioe 7JEI ,
J finito +. c. UVi = X

iEJ

esempio (1) R" ,
n21

,
non e compatto

Infatti
,
U= (Blo ,n)Ine e un ricoprimento aperto

e non ammette sottoricoprimenti finiti

(2) Pi in generale , se X e metrizzabile, e de una distanza

che induce la topologia, se X e compatto allora de limitata,

God JkePO +
.c .

d(X ,ylck XX ,yeX
Infatti

,
fissato XoEX

,
considero il ricoprimento aperto U= /Blo

,n) nei

e se X e compatto, deve esistere un sottoricoprimento finito B(o
,1.), . . .

,
Bo

,
nk).

Visto che B(xo , ni) = B(x
,
NI con N= maxanis

,

auro X= B(xo
,
NI

Quindi
,

se XiyeX ,
no che dix ,y) = d(x

,
Xol + d(xo ,y) IN

Ill viceversa non e vero : una qualsiasi distanza d e topologicamente
equivalente alla distanza limitata d' = dr1(

131 Se X e uno spazio topologico con un numero finito di punti,

X e compatto

(4) Se X ha la topologia indiscreta
,
allora e compatto

Diciamo che una famiglia di sottoinsiemi (Vilies diX ha

la proprieta dell'intersezione finita (PIF) se

FJCI finito si ha cheVi +&

esempio (1 X= IR
.
Y:

= [i , +6)
,

ieIN

La famiglia /Vilien ha la PIF

Notare che [i , + 01 = a

(2) X=[0 , 1)
,
Yi = 50

, E) ,
ieN

La famiglia (i) na la PIF eto , + = 10 + d

Se X e uno spazio topologico ,
allora

X e compatto se e solo se qualsiasi famiglia (YikieI
di chiusi con la proprieta dell'intersezione finita,

soddisfa iYi + d

DIMOSTRAZIONE

Basta passare ai complementari :

se U= /Viliei e una famiglia di aperti di X. Ci = X- Vi e un chiuso,

e se JCI
,
si ha C= (XI Vil =X Vi

it]
Quindi [Vibici e un ricoprimentodiX1c = a

ItI

Dunque chiedere che
,

se U e un ricoprimento di aperti (cioefi = D)
allora 7J2I finito t

.c
. /Vilies e un ricoprimento (ciof = a),

equivale a chiedere che se lilie ha laPIF
,
allora 1Ci+

IEI

Lviceversa
,

se parto da una famiglia di chiusi /Cities
,
Vi = X-Ci

sono una famiglia di aperti, ... )



Teorema

Corollario Se X e compatto e Cn
,
neIN

,
sono chiusi inscatolati non vuoti,

ciol Cn+ i
= Cn En ,

allora 1 Cn + &
MEIN

[0 , 1) e compatto

DIMOSTRAZIONE

Sia U= /Viliei un ricoprimento aperto di [0
, 1)

Sia A= [te[0 ,1]/75 El finito +
.c

. [0 ,t]GUi
Voglio mostrare che 1CA.

I Oza e A + 401
Infatti, visto cheIe un ricoprimento ,

FiotI : DeVio
, e

visto che Vio e aperto
,
7230 +

.c . [0 , El [Vio
Quindi OCA eA

(2) A e un intervallo, ciol seacA e aca ,
allora a cA

Infatti
,

se 7J2I finito +
.
c

. [0 ,9][ US
Visto che [0 ,al] = To , a], allora d'eA

Chiamo S=SupA [0
, 1)

(3) Si na [0 ,
slA

Segue dal fatto che A e un intervallo :

se XS
,
allora JacAt. c

. XaS e quindi XEA.

(4) SEA

Visto che U e un ricoprimento,
FisI : serio

Visto che Vio e aperto
,

Jaso + . c. (5-2 ,
Ste) Vio.

Per quanto visto
, s-EEA , quindi 7JI finito t

.
c

.
[0

,S-)= Vi

Orasi ha [0
,S](GUi) U Vis

, quindi Sea

(5) Si ha S= 1
.

Se sc1
,

il ragionamento appena visto mostra che 7230 +.
C

.St
e StEA

,
che contradice S= SupA

Consequenza : gli intervalli chiusi [a ,b] sono compatti

Isono omeomorfi a [0 , 1] e l'essere compatti
e invariante per omeomortismo

mentre (a
,
b) non lo sono tanX

Ivisto che sono omeomorfi a 71
,
1) ER,

e sappiamo che Rnon e compatto)
Analogamente anche [a ,b) e (a

, b) non sono compatti



Teorema

Proposizione

Se f : X - Y e continua, e se X e compatto,

allora FIX)cY e compatto

Limmagini continue di compatti sono compatte

DIMOSTRAZIONE

Sia U= 4Visit un ricoprimento aperto di FIN

Icon la topologia di sottospazio di YI

Ricordiamo che
, per la proprieta universale della topologia

di sottospazio, la funzione F :X FIX e continua

La famiglia I' = If"(Vilbiei e un ricoprimento aperto diX.

Per compattezza diX
,
7521 finito +

.
c

.
X= 5 "(Vil

Segue che f(x) = f(f"(illiff"(ill eVi

-suriettiva

Oss Un sottospazioYEX e compatto se e solo se

VViliel famiglia di apertidiX t
.
c. Y Equi ,

si puo estrarre

un sottoricoprimento finito, cioe 7JCI finito +.c.
.

Y= U

(segue dalla definizione di topologia di sottospazio)

Oss X compatto ,
YX, non e detto Y sia compatto

esempio [0 ,
1) e compatto ma (a

,
bl c to

,
1) non e compatto

X compatto e YeX chinso,
allora Y e compatto
Ichiuso di un compatto e compatto

DIMOSTRAZIONE

Sia U= /Viliez una famiglia di aperti di X +
.
c. YUi,

voglio mostrare che 7JI finito +
.c. YeUi

U=X-Y e aperto e Uuu / e un ricoprimento aperto di X.

Per compattezza ,
7Jel finito +. C. [Vibiej USUI e un ricoprimentodiX

Ora
,
visto che YnU = 0, e X=GUiuU ,

allora YU

Se YeX e un sottospazio compatto, vale che Y e chiuso in X?

In generale no.

esempio (11 se X e un insieme
,

con IX/2, con la topologia indiscreta,

alloratutti i sottospazi di X sono compatti
,

ma qualsiasi

sottainsieme non vuoto e proprio non e chiuso.

(2) Se Xe infinito con la topologia cofinita
,
qualsiasi

sottospazio d+Y =X e compatto : Ll e compatto

la topologia di sottospazio di Y e quella cofinita,quindi se

U= 4 Vibiez e un ricoprimento aperto diY
, scelgo ieI t

.
c. Vi+ D,

Y Vio e finito, quindi seleziono un aperto Vir per agni YrE Y . Vin :

[Vio
,..., Vin 3 e un sottoricoprimento finito.

Di nuovo pero vale che non tutti i sottoinsiemi diX sono chiusi

lad esempio Y =X-X4
,

xEX, non e chiusol



Proposizione

Proposizione

Proposizione Se X e Ta e YeX e un sottospazio compatto,
allora Y e un chiuso.

DIMOSTRAZIONE

Mostriamo che X-Y e aperto
,

facendo vedere che

e intorno di ogni suo punto.

Fisso XeX -Y : voglio trovare U aperto t. c
.

XeUEX-Y

Dato un qualsiasi ye Y
,

poiche X e T2
, JUy ,Vy aperti di X

+.c
. XeUy , yeVy e UynVy = a

Ora /Vylyey sono una famiglia di aperti di X +.c
.

Y= Vy
Per compattezza diY

, 741 ...., yr t
.
C

.YV
Sia V = UVyi e un aperto diX + .c

.

Y
i= 1

Sia U=Uyr .

Questo e un aperto di Y t
.
c

.
xeU e UnV = a

i= 1 k

Infacti UnV=Um)e(Vil=enVi) = a

A questo punto xeUEXIV EX1Y
,

U aperto
,
quindi XIY e aperto

Questa dimostrazione in realto mostra di pill.

Se Xe T2 e compatto, allora X e regolare

DIMOSTRAZIONE

T => Ti
,
basta mostrare che Xe T

.

Siano xeX e YeX un chiuso con XAY.

Per quanto visto, y e compatto
La dimostrazione precedente produce due aperti VeVdi X

t
. c .

XeU
,
Ver e UnV = 0.

Se X e T2 e compatto, alloraX e normale.

DIMOSTRAZIONE

TTi
,

mostriamo che Xe Tu

Siano Y
,
zeX due chiusit

.c
.
Ynz = 0.

Voglio trovare U
,
VIX aparti +c

.
YeU

,
zeV

,
UnV =0.

X e Tz
,
Y

,
Z sono compatti per quanto visto

Fissato zez
,
ciol ze Y

,
la proprieta To do Uz

,
Vz &X aparti +

. c.

YeUz
, zeVz e UznVz = d

Ora /Velzez e una famiglia diapertidi X che copre z.

Per compattezza di Z
,
7z, ..., zn +.c

.Zi =V

sia U=Uzi e un aperto di X che contiene Y. Come prima UnV = 0.

QuindiXTu
.



Corollario

Lemma

Teorema

Se B e una base di X e X e compatto "rispetto aB

Ida ogni ricoprimento aparto /Viliei
,
VieB

,
se pud

estrate un sottoricoprimento finitol
,
alloraX e compatto.

DIMOSTRAZIONE

Sia U= /Visier un ricoprimento aperto di X.

Per definizione di base
,
fissato IEI

,
esiste BieB

t
.c. Vi = UB

BEBi

La famiglia (BliB e un ricoprimento diX diaparti di base

Vi=B

BEBi

Peripotesi
,
7 Br

, ....
Br EBi t . c

.

X=Bi

Per costruzione , BjeVi , j= 1
, ....

n
,
iljeI .

Quindi...Vi e un sottorico primea

Se X e Y sono compatti
,
allora

XXY e compatto.

NOTA : e anche vero che
,

se /Xilier sono spazi compatti ,
allora

Xi e compatto (teorema diTychonoff)

DIMOSTRAZIONE

Per il lemma,verifico la compattezza per ricoprimenti di XXY

della forma U= / UXViliei ,
dove VieX

,
Vie Y sono aperti

Fissato XoEX, guardo Tx(I &XXY
.

Si e visto nicol EY
,

quindi e compatto . Gli aperti ViXVit.c .
XoUi coprono Tlxo)

Per compattezza di Y
,

7 Ixo =I finito +
. c

. (lXY[U ViXVi
iFIXo

Pongo Ux. = 1 Vi : questo e aperto e contiene to
itIXo

La famiglia /Uxoxex e un ricoprimento aperto di X.

Per compattezza diX
, 7x1 ..... In +

.c . X=U.

Per costruzione
,
UnXY = U UiXV

LEIKO

Segue/VixVilii, e un sottoricoprimento finito di U :
M N

= UY =(xY = XXY

NOTA : a anche vero che la compattezza puo' essere controllata

Usando una prebase, ma la dimostrazione e pil complicata
(Teorema di Alexander)

Se X1
, ..., Un sono spazi compatti,

alloraXi e compatto



Teorema di 
Heine-Borel

Teorema di 
Weierstraß

Corollario

I compatti diR" sono esattamente

i sottoinsiemi chiusi e limitati

DIMOSTRAZIONE

#R Tz, quindi un compatto e chiuso

Inoltre si e visto che in uno spazio metrico compatto ladistanza e limitata.

la distanza su X= IR" e dkx (

() Un sottoinsieme limitato di IRP e contenuto in ER
,RJ"R

per R abbastanza grande (si usa la distanza del Sup).

Per quanto appena visto
,
I-R

,
RJ" e compatto, e

un sottoinsieme di[-R
,
RJn chinso in Rh,

e anche chiuso in [-R
,
RJn.

Essendo chiuso di un compatto, e compatto.

Se X e uno spazio topologico compatto
ef : X -R e continua

,
allora

fammettemassimo e minimo.

DIMOSTRAZIONE

f(X)R e compatta, quindi chiusa e limitata.

Dunque Supf(x) e inff(x) sono inR
,
e il fatto che sia chiusa

implica Supf(x) ,
inff(x ef(X) (supA ,

infA sono sempre

punti aderenti di A)
, quindi supf(x) = maxf(x) , inff(x)= minf(x)

Tutte la norme su" sono topologicamente equivalenti.

NOTA: in dimensione infinita e falso

DIMOSTRAZIONE

Sia II . Il : IR R una norma

Mostro chel topologicamente eq a quella euclidea.

Vediamo che 11 . 11 e continua per te

Se li e la base standard di Mr,

poniamo M =max(Ileill/i= 1
, ...,n)

Per gli assioni di norma

IIIII-11yl)) = IIX-yll = Il Z(xi-Yileill = ZIxi-yil Kleill Ide(,y)M

Quindi II-II M-Lipschitz rispetto a di
,
che induce latopologia euclidea,

quindi e continua

Restringiamoci a S = (XEM/IIE = 1)

Questol chiuso e limitato, quindi ecompatto.

Ora 11- 11 Isn : SM RT e una funzione continua
,

quindi ha massimo e minimo : Jk
,
heRt +

.C.

k <11011th Fresh
Ora

,
seveYod

, ines : relilleh
cioe kIIe IIIHe

Quindi le norme sono topologicamente equivalenti.



Compattificazione di Alexandrov

Def.

Def.

Sia X spazio topologico .

M

Una compattificazione a un punto diX e uno spazio X

con una funzione continua i :X it con le seguenti proprieta :

(1) i sia un'immersione topologica
(2) iXI e denso in Y

/* ni(x)) = 1

(4) e compatto

Vediamo una costruzione esplicita di una di queste.

Sia (X
,
[x) uno spazio topologico.

La sua compattificazione di Alexandrov e

lo spazio topologico dato da X =X110

con la sequente topologia + :

M

AX eaperto> 0 &A e+(A) ETX

appura
SEA e XICA) e un chiuso compatto di X

Vediamo che T e effettivamente una topologia
DET chiaro dal fatto DETX

↑ET perche Xi"(X) = d e chinso e compatto .

· Al
,
AzET : ci sono tre casi

(i) & KAIUAz : in questo caso OA
,DAz, quindi

i (AinA2) = i (A1)1["(A2) e aperto in X
, dunque AinAzET

Lil 20 AI
, DEA2 : I'CAIETX e Xil (Aal e chiuso e compatto in X

=>NKAInAz : ["(AinAz) = [ (Ailni"(A2) e aparto inX
, dunque A

, nAzEt

ful XAInAz : XI(A) ,
Xi"(A2) sono chiusi e compatti di X.

* it(AinA2l = (Xiz(A)(v(Xi[+ (Aal) e un chiuso compatto
Quindi AreAzeT

· se (Aiken t .c
.
Aiet

,
allora ,Ai Et

(i) se OAi
,

allora i'Ail = (Ail e aperto inX

(i) se DeAio ,
allora OEE Ai, e X-i"(Aio e chiuso e compatto inX

e ['(AilETX per itIio

Segue XIit(A) =XI(Ail)=Xi(Ail =

= (Xii"(Aid) n(UE"(Ail)
- itIdio

chiuso compatto
- => chinso del compatto Xic+ (Aid),

di X
chiuso diX

e quindi e compatto

Vediamo che e una compattificazione a un punto di X



Teorema i :X↑ e un'immersione topologica.

Inoltre
,
se X non e compatto, allora e una compattificazione

a un punto di X.

DIMOSTRAZIONE

(1) I e un'immersione topologica.

Basta che dimostri che i continua e aperta.

E' chiaramente aperta per definizione di T e

se AY e aperto
,
allora per definizione i(A) e un aperto di X.

(2) se ilXI non fosse denso
,

allora i(x) [i()[X = i(x)118)
=> iXI = iXI,quindi ilXI e chiuso e 181 = ↑-i(X) e aperto.

Per definizione della topologia, se (o/ET,

allora X-i(104) = X e un chiuso compatto diX

Se X non e compatto, e un assurdo,

13 /-i() = 1 chiaro

(4) ↑ e compatto .

Sia U= / Vibier un ricoprimento apertodi
Sia ioIt.

C
. GeVio

.
Per definizione

,
X-i" (Viol

e un chiuso compattodi X.

U = /i (Villies e un ricoprimento aperto di X.

Per compattezza di X - [+ (Vid 75CI finito +
. c

.

Xi (VilEG(Ui
Segua che [Viliej U/Vio e un sottoricoprimento finito diU

esempio vedremo che la compattificazione di Alexandrov di An

si puo identificate con sutramite la proezione stereografica
N = (1 ,

0 , ...,0)
-

D
-

*Xo
= 0



Teorema

Teorema: unicità della 
compattificazione di 

Alexandrov

Sia F : X : Y continua
,

con X compatto e Y T2.

Allora f e chiusa.

In particolare , se f e bigettiva, e un omeomorfismo.

DIMOSTRAZIONE

Sia CEX chinso. Essendo chinso in un compatto, C icompatto.

Dunque FCC) e un compatto, ma un compatto in un T2 e chiuso.

I feorema e utile nelle applicazioni, per mostrare che una f continua

e un omeomorfismo, senza analizzare la continuita di f

Siano Y uno spazio topologico e Z uno spazio topologico compatto

e T2 tale che Jpez con ZyPSEY .

Allora ZEY (compattificazione di Alexandrov

In particolare ,
l'unica compattificazione ad un punto

di Y che sia T2 e la compattificazione di Alexandrov.

DIMOSTRAZIONE

Sia F : Y -Zkp3 un omeomorfismo, e definiamo

g : Y - Z panendo gly) = f(y) FyeY e g(x) =p.

Vediamo che g e continua

Sia AcZ aperto

SepeA ,
sia C = ZiA

,
chiuso del compatto Z

, quindi compatto,

e poiche PEA , (EF(Y), dunque ,
essendo F : zyp) > Y ancomorfismo,

f"(C) e un compatto chiuso di Y.

Percio, per definizione di compattificazione di Alexandrov,

Y - f"(C) e un aperto di %
. Mag'(A) =g /z ,C = Y - f ()

per cui g'(A) e aperto in
Se invece peA ,

allora AEZpl ed e aperto in ZipS, per cui

g(A) = F (A) e aperto in Y = Y e quindi aperto in Y

Dunque g e continua

ge chiusa in quanto Y e compatto e Ze T2.

E chiaramente bigettiva, per cui e un omeomorfismo

ATTENZIONE : e facile compattificate ad un punto perdendo la condizione T2.

Dato Y
,
su Y110) si puo mettere la topologia i cui aperti sono gli

aparti di Y e tutto Y44004

Questo spazio e compatto e contiene una copia omeomorta di VI



Proiezione stereografica

Corollario

Sia S =/......n) +
.c. =13

e sia N = (1
,
0

, ...,
0) eSh

Allora SV,NR tramite la proiezione stereografica
N = (1 ,

0 , ...,0)

f : Sh/N) R e definita cost :
-

D
-

FIP) e il punto di intersezione tra laretta che congrunge*Xo
= 0Ne P e l'iperpiano 40 XRER

Se P=(o,..., Xn)
,
la retta per NeP e parametrizzata da :

El Sept = Caro
.....

Enl+ 11-t
,
0

.....
0 = (toth-t ,te.....

ten)

Questaretta passa per /Xo =ol quando tv
. + 1-t = 0

,
cioe

Mt =

1 - Xo
Itutto bene perche ,

essendo PFN
,
Xo1

,
in particolare 1-10 +0

Sostituendo :

f(Xo ..... (n) = /X X2 xn)M-X01d-Xo 1. d-Xo

Dunque f e chiaramente ben definita e continua.

Per vedere che e un omeomorfismo, costruiamo esplicitamente un'inversa

Ora g :R" - Sh/N) e tale che N

g(P) sia l'intersezione diversa da N tra

la retta per Ped N e la stera sn ↳
xooSe P= (1

, ...,
Xn)

,
visto come punto di R,

P ha coordinate 10
,X1

,...,
Xn), e la retta che ci interessa

e parametrizzata da

t+(0
, X ,

. . . ,n) + (1- t)(1
,
0

,
. . ., 0) = (1-t

,
tX

,
. .

.,
tXn)

Tale punto giace su Sh 11-t2+xil = 1

=> =(1+ ((x(R) - 2t =0 = t=0 vt=

1+ Y1
Per t= o

,
atteniamo N.

2x1Dunque g(xe .....
xn) = (1 -1 , n1x ..... =( .....

E evidente che g e continua, e chiaramente

f e g sono una l'inversa dell'altra.

La compattificazione di Alexandrov diRe Sh.

DIMOSTRAZIONE

Abbiamo visto che S"N] ER
Inoltre Sh e compatto e T2,da cui latesi per unicita

della compattificazione di Alexandrov.



Compattezza per successioni

Def.

Teorema

Lemma

Def.

Uno spazio topologico X e compatto per successioni lo sequenzialmente compatto
se ogni successione a valori in X ammette una sottosuccessione convergente.

Sia X I-numerabile.

Se X e compatto, allora e compatto per successioni

DIMOSTRAZIONE

Sia /Xn)EX una successione

Pango AneIN ,
Dn =xi/i>!

sia R =Dn .

Poiche Dri = Dn (poiche DnDn)

eDn+ q An , essendo X compatto ,
R+ P

Sid Per : costruiamo una sottosuccessione di un che tende a P.

Poiche X e I-numerabile
, 7 SFI UK

,
keIN

,
diP

,
con Uk = Um k

Poiche Vo e un intorno di P e PeDo
,

siha VonDoFD,

lonot X iP e PeDnti
,
si ha UnDn +,

cioe In1 = noti > no t
.c. Xn

,
eUn

Procedendo per ricorsione
,

si costruisce una sottosuccessione Xnm

con XnEUR XkEI .

Mostriamo che lim Xnn =P :

k+ +D

sia U un intorno qualsiasi di P. Per definizione di SFI,

TheIN +
.
c . UnEU .

Ma allora Fk>h siha XnnEUkzUnEU .

Uno spazio X si dice di Lindelof se

agni ricoprimento aperto ammette un sottoricoprimento alpi numerabile

Sia X a base numerabile

Allora ogni ricoprimento aperto diX

ammette un sottoricoprimento numerabile.

DIMOSTRAZIONE

Sia U= /Vi , iell un ricoprimento aperto di X.

AxeX fixel con XeVix e
,

se B e una fissata base numerabledi X.

per definizione
,
JBxEB con XeBx =Wix

L'insieme (Bx
,
XeX = B e numerabile,

diciamo (Bx
, xeX) = (Bxn

,
neIN

Maallora X=Bx = nBn =nVi

Dunque [Vixn e il sottoricoprimento numerabile di U cercato



Teorema

Corollario

Compattezza in spazi metrici

Def.

Sia X II-numerabile.
Allora X e compatto X e compatto per successioni

DIMOSTRAZIONE

() chiaro, poiche # numI num

1) Dimostriamo che non compatto > non compatto per successioni

SiaI un ricoprimento di X che non ammette ricoprimenti finiti.

Per il lemma
, posso supporre I numerabile

, per au U= 100 ,
W1, . . . 3

Definisco una successione Xn in X :

VneINMeX rimenti avrei un ricoprimento finito

supponiamo per assudo che esista una sottosuccessione Xna che tende a PeX.

Poiche I e un ricoprimento
, PEUj ,

jeIN . Poiche Uj e aperto e intorno di P

e se lim Xnn =P
,
allora XnkEUj Vk>ko

k+ +0

Ma nkj definitivamente
, per cui XnaEX-(Up U

... UUnn-1) EX-Uj

per cui in particulare XnUj se nk-ji

Sia AER"

Allora A ecompatto A e compatto per successioni

IX
,d) metrico. X si dice

Al completo se ogni successione di Cauchy in X converge

IXn e di Cauchy se Fezo InoEN +.c . d(Xn
,Xm) sen

,
m> no)

(2) totalmente limitato se Fezo X ammette un ricoprimento finito

di palle di raggio E

13) limitato se Jke dkx
,ylak XX .yeX

FATTI : (1) ogni successione convergente e di Cauchy
ma il viceversa e falso

(2) totalmente limitato limitato

Fisso &= 1
,

trovo un ricoprimento finito B(
,
E)

, ....
Blan

,
el

Se k= 22 +max/d(Xi ,Xi) ,
i

, j = 1
, ...,n) ,

allora dati X
,yeX

7 i +.c
. XeB(i

,
e)

, J j t . C
. yeB(j ,

El e

d(x,y) = d(X
,
xi) + d(Xi

, Xj) + d(Xj
,y) < 2+max(d(xi

,Xj)) + 2 =k

Il viceversa e falso.

Se X e infinito con la distanza discreta
,
allora

X e limitato ma la palle di raggio 1 sono

singoletti, e dunque un loro numero finito non puo ricoprireX.



Teorema

Teorema

Numero di Lebesgue

Def.

SiaX uno spazio metrico.

Allora sono fatti equivalenti :

IX compatto

(2) X compatto per successioni

13) X completo e totalmente limitato

Oss de condizioni (1) e (2) sono topologiche ,
mentre

a priori la (3) e metrica

Sia U=Vi
,
iel) un ricoprimento di uno spazio metrico X.

I ammette numero di Lebesque Eso se

XeX Fiel : B
,
EleUi

Sia I un ricoprimento aperto di uno spazio metrico

compatto X.

Allora Il ammette un numero di Lebesque

DIMOSTRAZIONE

Per assudo
,
supponiamo che FneI IXneX +

.c .
B(n

,
24)U: fiel

Poiche X e compatto per successioni
, 7Xn sottosuccessione t

.
c.

Xr=
Poiche Il e un ricoprimento , JiocIt.c

. FeVio
,

e porche
Vi e aperto , Iro +

.
c

.

B ,
H = U.

Poiche In >*, 7 kot . C . XnEB
,
ElRyko

.

D'attronde 2"nego , quindi 7k . +
.
C

. 2 E Flak
Ma allora

,
se =maxko ,

k
, 4 ,

ho

XnEB(,2) e zncE
,

percid

VytB(Xn
,
2 m) ho d(x

, y) =d(
, Xnz) +d(Xna ,y) < E +E = r

dunque B(Xne ,
2-h) = Bl

,
r) = Dio En

esempio Se X= (1 ,
+o con la metrica euclidea

e U = &(x-,X+ En/1 ,
+ a)

,
XeX) e un ricoprimento

aperto di X che non ammette numero di Lebesque :

dato Exo
,
7x sufficientemente grande t

.c.

B(X
,
2) # (y-y , y + j) per alau ye(1 ,

+0)



Uniforme continuità 

Def.

Teorema di 
Heine-Cantor

Sia F : (X
,
d) - (Y

,
d) una funzione

.

Ricordiamo che f e continua in Xo se

Faso 7820 +
. c

. f(B(o ,
SI)B(f(xd

,
el

E' implicito che S dipenda ,
oltre da E

,
anche da Xo.

Se S dipende solo da S e non da Xo
, f si dice uniformemente continua

Una funzione F : (X
,
d) - (Y

,
d'l si dice uniformemente continua se

Faso 75s0 t
.
c

. FxeX f(B ,
Sil = BIf()

,
El

o
, equivalentemente,
Vaso 7820 t

.
C

. /
,

Xa)8 = d'(f(x)
,
f(x))E

esempio (1) Una funzione Lipschitziana e uniformemente continua

7k>0 : d'(f(x)
, f(x))kd(e ,

Xal

per cuidatoo, basta scegliere S=
(2) F : /R -R

,
f(x)=X non e uniformemente continua

Dato 2 = 1
,

abbiamo che
,
neIN

,
So

,
d/f(n) , fin+ fl) = In2-(n+SP) = 12ns + 82

= 2n8 +82n8
, per cui

,

se na ,
d(fin)

,
fintf)) > 2>

cioe dato E=1
, Asso ho trovato un punto del dominion

,
con n>

I,

per cui d(f(n) , fin+8)) > E

IX
,
d)

,
(Y

,
d) metrici

,
F : X -Y continua

Se X e compatto, f e uniformemente continua.

DIMOSTRAZIONE

Per assudo, supponiamo che

Jesot.
c . Asso JX ,

x'EX con d(x
,
X)S ma d'If

, f(x))E
Scelto F= z"

,

vuol dire che Jaso +
.c

. FreIN
In

,
X'n con dixn

,
Xh) < 2-1 ma d'(f(Xn)

,
f(xi))E

Per compattezza, posso estrarre una sottosuccessione Xnr di Xn

tale che Xnk-F .

Per continuit dif in F,

7So t
.C .

f(R(
,
SIl I BIf(),l

Ora
, peiche Xn-F ed(Xnu

,
Kirl >O ,

anche Xk>F , per au Jkot. C.

Xnuo [B(
,
8) e XinEBlk ,

Si
(

Ma allora d(f(xnud) , f(Xnno) = d'(f(n)
,
f(x)) +d(f(x) , f(xn)+ =El



Funzioni proprie

Def.

Proposizione

Proposizione

Una funzione f : X -Y continua si dice propria se

f"(KIaX e compatto FK2Y compatto

Ricordiamo che una funzione continua da un compatto a un T2 echiusa.
La funzioni proprie cercano di recuperare un risultato analogo quando
X non e compatto. Sono pertanto utilissime per capire se f e un'identificazione

e studiare i quozienti

DIMOSTRAZIONE#A meno di estrarre una softosuccessione , posso supporte

InII - + ma JR3O t
.c .
Ilfin)IIR An

() Sia K= R compatto. Se per assudo f"(KI non fosse compatto,

sarebbe illimitato (e chiuso in quanto preimmagine di un chiusol

Ma allora f"lK) contiene una successione divergente, la cui immagine

pero e contenuta in K, e percio non e divergente.

Sia F : X 1Y propria con Y localmente compatto eTz.

Allora f e chiusa
.

DIMOSTRAZIONE

unchin, mostramcheaper
Poiche f e propria ,

f"(WI e compatto.

Ora Cnf"(WI e chiuso in F"(WI
, dunque e compatto

chiuso in un compatto e compattol . Dunque F(Cnf"(WI) e

compatto limmagine di compatto e compattal , dunque chiuso

perche Y e Tz .

Ora f((nf-(WI) = f(C) eN
, per au

f(cleW e chiuso inY

Dan



Topologia quoziente

Def.

Proposizione

Teorema: proprietà 
universale della 

topologia quoziente 

Sia X uno spazio topologico e sia u una relazione di equivalenza su X.

La topologia quaziente su Xv e cost definita :

SeT : X -Xn e la proiezione,
AcXv e aperto-(A) EX e aperto

Controlliamo che sia davvero una topologia :

Ul Porche & =T (d) e aperto in X
, D e aperto in Xu

Porche X-IXil e aperto in X
,
Xu e aperto in Xu

(2) Se Ai
,
il sono aperti di Xv

,
allora

I"(Ail e aperto in X Fiel , percio TT"(UAil =" (Ai)
IEI

e aperta in quanto unione di aperti , quindiAi e aperto in Xv
.

(3) Se Al
,
Az sono aperti di Xn

,
allora

#(A, nA2) ="(A1) ni" (A2) e aperto inX
,

quindi ArrAz e aperto in Xv
.

La topologia quaziente e la topologia pii fine

che rende It : X >Xu continua

DIMOSTRAZIONE

II) E ovrio che seXn ha la topologia quaziente,

It e continua

(2) Sic Tuna topologia che rende it continua.

Allora FAEX/n aperto per [ , +(A) deve essere aperto in X,

per cui A deve appertenere alla topologia quaziente.
Dunque T e meno fine della topologia quaziente

Siano X ,
Y spazi topologici e sia F: >Y

e sia ~ una relazione di equivalenza compatibile con f
Ise X, ~X, allora f(x) = f(x))

,
allora

finduce una mappa F :X-Y
.
F([x]) = f(x)

Allora si ha che F e continua f e continua

DIMOSTRAZIONE

Notiamo che f=Fort. Ora f e continua

FA=Y aperto , f"(A) e aperto inXFAEY aperto ,T IF(AI) e aperto inX

=> FAEY aperto
.
FCA) e aperto inXn > F e continua

Si chiama "proprieta universale , perche caratterizza la topologia quaziente
tra tutte le topologie su XIN.



Proposizione

Come si studiano i quozienti?

Gol
,
come si dimostra X/nEz con Z gia noto?

Di norma
,

si procede cost :

(1) Si indovina Z

(2) si definisce f : X -Z continua compatibile con u,

ciol che passi alquaziente definendo F :/n Z.

TaleI sara continua per la proprieta universale

X
f
Z

~ F

(3) se voglio E omeomorfismo, devo controllare che :

· F sia surgettiva,che equivale a f surgettiva
· F sia iniettiva

,
cioe X,

=X2 f(x) = f(x)

(1) serve perche sia ben definital

(4) Ora F e continua e bigettiva.
Non esistono metodi standard per garantire che I" sia continua.

Isi prova a cercare di far scattare meccanismi tipo mappe da compatto aT2
,

...)

X compatto connesso = X
~ compatto connesso

DIMOSTRAZIONE

Segue dal fatto che :X >X/n e continua e surgettiva

esempio Sia AX. Definiamo la relazione di equivalenza su X :

Xuy>X= y V (X ,4) A
Il quaziente X

v si denota anche XA e si chiama

spazioottenuto da X collassando A ad un punto.

esempio X = [0
,
1]

,
A= 10 , 13

....
XAES : cerco f : [0 , 1) > S' continua e surgettiva

t
.
C

. f(x) =f(y) x= y V(x ,y3 =10 , 14

Prendo F(t) = /costtt
,
sin litt))

Questa induce F :
To , 110

,
11 S' continua e bigettiva

Poiche [0
, 13 e compatto

,

to
, 17 10

, 13 e compatto;

inoltre S'e T2, per cui f e chiusa ed e percio un omeomorfismo.



esempio Dign , ESV (generalizzazione al caso n22 dell'esempio precedente
↓

D2

si & &
Cerco F : Dr , Sh+

.c . f(x = f(y)= x= y v()=11yll = 1

N

·

S

f manda ogni raggio in un meridiano, in modo che O vada in S

e tutto S"" = JD" vada in N.

Se ci fidiamo che una tale f continua esista
,
tale f

indurra F : Din 1 Sh continua e bigettiva, che

sara un omcomorfismo in quanto Dign , e compatto /lo eDr

e Sie T2
.

Come si puo scrivere F? Voglio
f(0) = (x

,gillvil con g:R -R

proiezione altezza
S R04 M

e glol--i (0 va in S)
, g() = 1 (OD"va in NI

Pud funzionare gillvll) = allull-1
, pero conviene

(per meri motivi computazionali) scegliere glllII) = 21/R-1

Dunque f(u) = (XU
,
21/ - 1) e calcolo i in modo che IIf(u)II= 1

& trova 1IN11 + (IR - 1) = 1 =11011 + alloll + 1 - allok = 1

=> IIIR (ullwk + (x- all = 0 => a- x2 = 4/15k => x = x(1 - 110R)
Ill+O

Per motivi geometrici , scelgo 10 : X= 21-101R

f(u) = (2HR0
,

211011 -1)

esempio RQ non e T1
,

ma non ha topologia indiscreta

Infatti, seT :R >Q
,

abbiamo TL"([Q]) = Q non e chiuso,

per cui
, per definizione di topologia quaziente, [Q]ARQ

non a chiuso e RQ non e T1.

D'altronde, R/Q non ha topologia indiscreta perche
ad esempio [E] e chiuso in R Q

Oss CEX/n e chiuso>TLC)X e chiuso



Identificazioni

Def.

Teorema

Teorema

Ricordiamo che
,
data F : X -Y continua

,
che induce

J :X/nY continua e bigettiva, rimane aperto il problema
di capire se F e un omeomorfismo.

Questo capita se e solo se f e un'identificazione

Una funzione f : X -Y e una identificazione se

I) f e surgettiva
(2) Ac Y e aperto Es f"(Al eX e aperto

L'implicazione (7) equivale alla continuita di 5)

Notiamo che (2) e equivalente a

12 C2Y e chiuso F+(C)X e chiuso

Sia f : X =Y identificazione

Sia ~ la relazione su Xindotta da F,
cioe X,vX = f(xi)= f(x2)

Allora f induce un omeomorfismo

5 :Xn - Y

DIMOSTRAZIONE

Poiche f e surgettiva e X1UX f(x)= f(x) ,

la mappa I e ben definita e bigettiva.
Inoltre

,
set : X IX/n

, poiche f e un'identificazione
,

AY e aperto F(AlIX e aperto
=> +(F(A))X e aperto>"(Al2Xv e aperto

F : X : Y continua e surgettiva. Allora

Ill se f e aperta , f e un'identificazione

(2) se f e chiusa
, f e un'identificazione

DIMOSTRAZIONE

I Devo solo vedere che
,
se AEY e taleche f"(A) e aperto

,
allora A e aperto.

Ma
,

essendo f surgettiva ,
A= F(f"(All, per cu A e aperto,

essendo f aperta.

(2) Analogo con i chiusi.



esempio Un'identificazione ne aperta ne chiusa

X=(x(0)) VIT0 +@IXRSR2
,

Y = IR

f : X > Y
,

f(x
,y) = x

Sia AEY =I t
.C . FAl sia aperto . Vaglio vedere che A e aperto

(il fatto che f sia continua e surgettiva e orrio

SiaXoEA
.

Allora (x0
.
01 Ef+(A)

Essendo F"(Al aperto
,
JU intorno di (Xo

,
0) in X con U2f"(A)

Analizzando i fre casi Xoco
,
Xo=o

,
Xoso, si vede che

,
in

agni caso
,
flul A e un intorno di X. in R

, per cui A e aperto

I i Xo

Dunque f e un'identificazione .

&
Vediamo che f non e aperta : se U = B(10

,
10)

, 1) eX,
allora U e aperto in X ma flU) = to

, 1) non e aperto in R =

Infine f non e chiusa perche C= 4(X ,y) : xy= 1 e x0(

e un chiuso di Xt
. c . f(C) = 10

,
+8) non e chiuso in R.



UniOne disgiunta e bouquet 

Def.

Proposizione

Proposizione

siano X eY due spazi topologici.
La topologia unione disgiunta su X1Y e la topologia per cui

AXIY e aperto AnX e AnY sono aperti

Le inclusioni i: X -XIY e j: Y -X1Y sono

immersioni topologiche aperte e chiuse

DIMOSTRAZIONE

Le immersioni sono chiaramente continue (per la definizione

della topologial e iniettive

Basta mostrare che ie j sono aperte e chiuse

Infatti
,
se A2X e aperto

,

allora iCA)rX= A =X aperto
e iCA)nY = q =Y aperto (perche l'unione e disgiuntal

Analogo per i chiusi e per j.

Oss Se C e unadi XIY
,
allora o C e una c di X o C e una ce di Y

Infatti
, se per assudo

,
CX# O

,
CnY+o, allora possiamo scrivere

C= ICXIu(CV) che sono due aperti disgiunti I

Oss Se X e Y sono entrambi non voti
,
allora XIY e sconnesso.

Infatti XIIY e unione di due aperti non vuoti disgiunti.

XIY e compatto> e Y sono compatti

DIMOSTRAZIONE

Le se X eY sono compatti ,
allora per continuita i(X) e j(X

sono compatti e quindi X4Y = iXuj(X) e compatto .

# Sia /Viliez un ricoprimento aperto di X1Y

Ora in particulare Visiti e un ricoprimento aperto di X,

e poiche X e compatto , 7 In finito t
.
c. XEWi

Analogamente 712 finito +
.
c.YVi

Quindi (Vibiclivi
,

e un sottoricoprimento finito diX1Y

=> XIY e compatto .



Def.

Proposizione

Proposizione

Siano XeY spazi topologici e XoeX
, YoE Y.

Il bouquet di (X
,
Nol e /Y

, yol e

LX
,
XoV(Y

, yo =
XHY Gro , Yok

In generale il risuetato dipende dalla scelta di Xo e Yo :

ad esempio ,
se X= Y = [0

,
1) e No = Yo= 0

D = [0, 1)

se invece scegliamo x=

=
yo = E

*

....

e inoltre [0 , 17 perche il secondo ha un punto che lo sconnette in 4 parti

mentre ciasan punto del secondo lo sconnette in alpi 2 parti

Le mappe i :X >XvY ej : Y - XVY
indotte dalle inclusioni di X

,
Y in XHY

sono immersioni topologiche.

DIMOSTRAZIONE

Le mappe I
, j sono continue perche composizione di continue

e iniettive(it :X4YXVY iniettiva accetto in No e yo ,
ma

X contiene solo no e Y solo yo) .

Mostriamo che i e aperta lanalogo per j).

Sia AEX aperto.
Se XoA

,
allora"liAllaX = A eiAllnY = 0

,

quindi ItiAll e aperto in XIY e quindi ilAl e aperto in XVY.

Se XoCA
,
allora tricall nX= A e-liAllaY = 4904

Sia U= i(A) vi(Y)

Ora ileU=MilAlviyIl =(iniAlulikIY) = ilAl udko3 = Al

e inoltreLuInX= A e lulnY = Y = TUI e aperto in XHY

e quindi U e aperto in XVY

Dunque iCA)-i(X)1 U e aperto in i(X)
.

seXe Y sono Ti allora XVY Ti e

le mappe i :XXVY
, j: Y >XVY sono chiuse.

DIMOSTRAZIONE

XVY e Ti : infattit+ (Tp]) o e un singoletto di X4Y o 10,04 =XHY

In entrambi i casi
, poiche X e Y sono T1,

+ (Tp)) e chiuso e dunque [P) lo e

Analogo alla dimostrazione precedente. Infatti ,
dato A=XVY chinso,

si ottiene lad esempio per i ,
cioe se Y e Ti) che

#"(ilAl) = A (se XotA) o i lilAll = AUSyoS (seXotAl e

se A e chiuso in X
,
tali insiemi sono chiusi in X4Y perche /yo e chiuso inY



Proposizione

Proposizione

XVY e connesso ED X e Y sono connessi

DIMOSTRAZIONE

(E) Poche X eY sono connessi
,
anche i(X) e j2Y) lo sono.

Quindi XVY = i(X)UjCY) e connesso in quanto
unione di connessi con intersezione non vuota : i(XInj(Y) = ([x01)

# Se X fosse sconnesso, avremmo X= ALB con A
,
B aperti disgiunti non vuoti

WLOG X.
EB : Osserviamo che ilA) e ilBluj(Y) sono apenti saturi disgiunti

non vuoti di XwY (infatti i e immersione topologica in i(X aperto
, quindi

e una mappa apertal

Questi si proiettano ad aperti disgiunti non vooti di XVY &

XVY e compatto> X e Y sono compatti

DIMOSTRAZIONE

(E) i e j(X) sono compatti , quindi XVY e compatto in quanto
unione finita di compatti

#) Poiche XEi(X)
,
basta vedere che ilX) e compatto.

Sia U= (Viliez un ricoprimento aperto di iCXI.

VieI pongo Wi = Vi seleUi
,
Wi = Uzuj/Yse [JeVi

cosi facendo
, ogni IV: e aperto in XVY e /Wil e un ricoprimento diXVY,

dunque 71. [I finito +
.
c

.
XVY = UWi e dunque i= U Vi.

itIo itIo



Proposizione Se X e Y sono normali
,
XVY e normale.

DIMOSTRAZIONE

Poiche X e Y sono Tr
,
XVY e Tr.

Siano G
,
C= XVY chiusi.

· [x]G
, [x]C : allora it(C)

,
it

" (2) sono chiusidi XHY, e perdefinizione

di topologia unione disgiunta ,
(T="()nX

,
C="(2nX sono chiusidiX

e C=
+ (G)nY

,
C2=+ (ClnY sono chiusi diY

Inoltre Cinc==Cinc = 0
,
da cui

,
essendo X Ta

,
Ju,U aperti disgiunti

t
.
c

.
CU]

,
=U

. Inoltre , poiche X.ECT
,
XeC

, possiamo sostiture a

Ut con UTXo) Caperto perche (X) e chiuso,dato che XeTil,
attenenduo due aperti saturi che contengono ( eC.

Analogamente trovo due aparti disgiunti U ,
U =Y +.c

.

C"U",
CU e YoVi , yoUz.

Ora Wi=I(UUU) eWz=(UUU) sono aparti disgiunti
lin quanto proizione di aperti satori disgiuntil

che contengono rispettivamente C e C.
· se[XoJEC

,
[x]eCz

,
Xo

.Yoet"(Cil => NEC
, yeC

Scegliendo U ,
U." come prima, U.TuU", e saturo perche contiene siaXo Sia Yo,

mentre UuU e saturo perche non contiene ne xo ne yo

Dunque le loro proiezioni formiscono gli intorni di c, eC richiesti.

Osserviamo che X
,
YTa XVY Th

esempio Consideriamo X=Xo ,
X,) ,

T = 40 ,
X

, Ex04
Y = 440 , Yeb ,

T = 40 , Y , 44043
Ora ([X]) e chiuso in XVY in quanto it([x]) =Ex) che

e chiuso in X ed edisgiunto da Y

Analogamente ([y .]4 e chiuso in XVY.

Sia ora U un aperto di XVY che contiene ([X) /
Allora it"(UI e un aperto di XHY che contiene X, e

It"(UInX e un aperto diX che contiene X.

Ma l'unico aperto diX che contiene X, e X
, quindi

TUInX=X
,
cio XET(U) e ieU

Analogamente ,
se V e un aperto di XVY che contiene [41],

allora j(Y) IV.
Allora [x] = [yo] +i(X)1j(Y) = UnV , dunque UnV # 0.
Percio XVY non e Tu



Def. Sia it :XX- una proiezione al quoziente

Un insieme AEX si dice saturo se A=F"(I(AI),
cioe se A contiene tutte le classi di equivalenza che interseca

cioe se A e unione di classi di equivalenza
In generale , se AEX

,
l'insieme " /IAI) si chiama saturato di A

Segue dalle definizioni che la mappa

Xu = B1 > π"(B)2X

e una bigezione tra gli insiemi aperti di X
~ e quello degli aperti saturi di X.

Fatti (I) I : X >XI e aperta se e solo se il saturato

di Ogni aperto di X e aperto

Infatti
,
it e aperta FAEX,

MCA) e apenta
= FAIX apertoI(TA))EX e aperto

(2) it chiusa se esolo se il saturato di ogni chinso e chiuso

esempio X=R
,

diciamo Xvy X-ye
Chi e Xv ?

-ii
Idea: cercare un sottoinsieme DER che incontra tutte le classi di equivalenza,

restringere ~aD
,
e capire se XnEPus

X e in bigezione naturale con Dr
,

ma sono omeomorfi ?

In questo caso
, proviamo con Di = To , 1) e Dz = [0 , 1)

E chiaro che entrambi intersecano tutte le classi di equivalenza, pero :

1
.
la restrizione div a D, e banale

, per cui Din ED1 = [0, 1)

2. la restrizione di ~ a Da identifica O con 1
, per cui Dave [0,1)

,0 , 14
=S'

Foiche [0 ,1) ES' Ito
,
1) non e compatto ma S, sil,

Xu non puo' essere omeomorfo ad entrambi

Vedremo pil avanti che Da soddista tutte le condizioni

di un dominio fondamentale
, per cui Xn =PanES'

Ci sono anche modi elementari per vedere che Xn =PanES'
ad esempio ,

le mappe

[0 . 1)[ :Ru

sono continue per definizione, per cui e indotta una mappa continua

[0 . 1)[ :Ru
7

T

f50, 1340
. 11

f e chiaramente bigettiva :

surgettivaperche To , 1) interseca tutte le classi di equivalenza
iniettiva perche gliunici punti distinti di [0 , 1) equivalenti sono o e 1

.

f e continua per la proprieta universale

Per concludere chee omeomorfismo, basta dire che [0, 1710, 1) e compatto e Ru e Tz

Porche T : [0
,
1) ,

50,1/0
, 1) e continua e surgettiva, quindi to ,17/0

, 1) e compatto.

Per vedere cheRn e Tz
,
siano X

,YER con X-yEX : se eso e abbastanza piccolo,allora

Vixth-e
,
Xan+2) e polyth-2 , ytn+2) sono aperti saturi disgiunti che

Net

contengono ye y,
le cu proiezioni danno intorni disgiunti di [X] e [Y)



Def.

Def.

Fatti (1) Se AX e un aperto saturo ,(A) =X
~ e aperto

(2) Se AnB = q e AeB sono saturi
,

allora ICA) n(B) = Q

L'esempio appena fatto e un'istanza particolare di quaziente per un'azione digruppo.

Sia G gruppo ,
X insieme

Un'azione di G su X e una mappa

P : GXXX tale che

1) que ,
x=X ExeX

(2) p(g , p(n ,
x)= 4(gh ,X)Fg ,heG XxeX

Indicheremo 01g ,X = g. x

In tale notazione, i e. x= X Fex

(2) g. (h . x) = Igh) . X Fg ,
heG XxeX

Fissato GEG , se puo definite la moltiplicazione o traslazione sinistra

lg : X iX
, lg(x) =g . x

Porche (g((g'(x)) = g. (g. x = x

si ha che lg bigettiva e I = lg+

Percio un'azione induce una mappa

↑: G > SIG)

g) lg
che e un omomorfismo di gruppi.

Un'azione si dice

· fedele se lg = id g= e

· libera se Fate e FxeX
, g. X#x

ciol se JxEX +
.
C

. g.X= X allora g= e

· transitiva se FX
,yeX 7gEG +

.
c

. g. X= Y
Lo stabilizzatore di %EX e

Stab(Xo) =(gEG/g. Xo= Xo)

e chiaramente un sottogruppodi G

e l'azione e libera Stab(xol = (e) Exo EX

L' Orbita di X. EX e l'insieme

G . Xo = 19 -Xo/gEG)

Ogni azione definisce una relazione di equivalenza :

datix
,yeX , Xvyget .

c
. g . X=y X ,y appartengono alla stessa orbita

Le classi di equivalenza sono le orbite

esempio G= X agisce su X=R cosi : n . X= n+x

In questo caso
, Xuy#JneXt

.
c . y= n+X X-yeX

L'insieme quoziente si denota spesso XG
(per le azioni sinistre

,
sarebbe pi corretto all



Proposizione

D'ora in poi ,
X sard uno spazio topologico e

assumeremo che le azioni di G su X saranno continue,

cioe lg :XX sara continua FgEG
Automaticamente

, I = lg+ sara continua,

quindi lg e un omeomorfismo

Considereremopoi : X >Xq e lo spazio topologico quaziente

Fatti (1) Dato A=X
,
il saturato di A e

#" II(AI)
=Ug

- A= G

(2) Dunque AzX e saturo e G-invariante (cioe G . A= A)

1) I :X -Xq e aperta
221 Se G e finito, it e chiusa

DIMOSTRAZIONE

I Se AX e aperto
,
il suo saturato guzgA e unione di aparti

Ig agisce come omeomorfismo, dunque g. A e aperto FgeG)

dunque e aperto

2) se CeX e chiuso e G e finito
,
il suo saturato geg . C e unione

finita di chiusi, per cui e chinso.

Il quaziente per un'azione puo non essere una mappa chusa
,
se G e infinito

esempio XwR ,
si ha

.......... R "Rest

Se C= /n+h ,
n>2) allora TT(C) non e chiuso perche

#(C) 750]
,

ma (C) x[O]

In generale , gli assioni di separazione non vengono preservati

nemmeno nei quozienti per azioni di gruppo

esempio III G = Q
,
X=R

,
dove Q agisca per traslazione

Allora R Q (da non confondere con R/Q attenuto per collassamento

non e Ti lanzi, ha topologia indiscreta
Infatti, se AER e un aperto saturo non vuoto,

allora JXEA ,
Eso t

.c .
(No-E ,NotEl= A

Essendo saturo, A contiene(o-Et9 ,
No+E+q) = R



Def.

Teorema

(2) X= M12
,
RI topologizzate comeR

G= GLz(R) agisce per comigio
Anche qui X G non e Ti

Per mostrarlo
,

basta trovare un punto di X/G che non e chiuso,

cioe un orbita in X che non e chiusa

Ad esempio ,
l'orbita della matrice (b) contiene tutte le matric

della forma (8)
,
Exo

Se tale Orbita fosse chiusa
,

conterrebbe anche

nem = (i), che pero non econiigata a (i).

Un'azione G &X su uno spazio topologico X si dice

· vagante se ogni X.eX ha un intorno U +
.c.

Ig : g.Un U + 04 sia finito

· propriamente discontinua se ogni X.eX ha un intorno U +
.c.

(g : g - unU + 04 = (e)

· propria se FK=X compatto, l'insieme 19 : g.KnK+d) e finito

(Attenzione: laterminologia dipende dagli autoria

Sia XT2. Un'azione su X e propriamente discontinua se

e solo se e libera e vagante

DIMOSTRAZIONE

#> chiaro : propriamente discontinuavagante
Inoltre

,

dato XozX
,
se JgeG : g . No = Xo

,
allora gelg : g . Un

.
nUn +04 = (e)

=> g=e = l'azione e libera

# Sia xeX
.

Poiche l'azione e vagante ,
70 intorno di x +.C.

19 : g . U nU +04 = Le , g1 , ...,gn) e finito

Dato che e libera
, gr . X #X

Poiche Xe Ta
,
7 VEI(

,WellgrX) +
.
c

.

VnW = d

Sia ora U = gr · Ign . UnW) nV intorno di X :

Vale che 19 : 9 . U'nU' + 041/e , 91 , ...,an

Inoltre gn 19 :9 . U'nU' +03 ,
infatti

In · W'nU' = (Gn ·UnWl1gnV n gr (gn.Unw) nV = 0 perche VaW = d

Herando il procedimento, si trova U intorno dix

t
.C

. 19 : 9.U'nU' + 04 = /e)
,

ciol l'azione e propriamente discontinua



Teorema

Teorema

X localmente compatto. Allora un'azione su G e propria se

e solo se/,yeX JUCI ,Velly) +c
. (g: g. UnV + q4 e finito

DIMOSTRAZIONE

#) Poiche X e localmente compatto, posso scegliere UEI(
,VEI(y)

compatti , porre K= UuV e osservate che

19 : g . UnV + d) = /g : g. knk +d) finito

(7) (Vale anche senza locale compattezzal
Sia K=X compatto. Fissiamo XoEK e Fyek ,

siano UyEINd,
VyzI(y) +.C

. (g: g. UynVy + 03 sia finito.

Posso Assumere Uy ,Vy aperti (prendendo le loro parti interne.

Per compattezza di K
, peiche KEVy , 7y1 , ..., In con KVyi

Pongo Ux= Uyi, che e aperto in quanto intersezione finitadi aperti

Inoltre. 19 : 9. Ux
.
nK+/ = 49 : 9 . Ux.

n /yu ...Van) + 0) =

= 19: 9 . UxVi+ 9) = 19: 9. Uy: rVyi+Q) che e finito

Dunque 19: g . Uxonk + 04 e finito.

Ora KU, da cui per compattezza KU
Infine 19 : g. KnK +04 = 19 : g. [Unk+)=j 19 : g.UznK+4 che e finito

X T2
. Supponiamo che FX,yeX JUEI

, Velly) tali che

(g : g.UnV +04 + 0 .

Allora X e Tz

DIMOSTRAZIONE

Siano [X] , Ty] punti distinti di X G

cerco due aperti saturi disgiunti di X che contengano Xe y le dunque
tutte la loro orbite). Se litrovo, le loro proiezioni saranno aparte

e disgiunte, e forniranno percio gli intorni di [x) e [Y)

Per ipotesi , JUEI()
,
Vel(y) +.c

. 19 : g. UnV +)=191 , ...,gn) e finito
.

Poiche [[Y) , giX + Y F1,...n

Posso anche assumere UnV = a perche Xe T2

(perecio se fosse UnV7Q , posso intersecarli con intorni aparti disgiuntil
Poiche X e Tz

,
Vi= 1

, ... in JWillgiX ,Vielly) aparti t
.c. WinVi = a

Pongo V = Un.Vi che intersezione finita di intorni apertidi y,

quindi e intorno aperto di y
=Un G . Wi che analogamente e un intorno aperto di x

Per concludere
,

basta verificare che i saturatidi e Y Cche sono aperetil

siano disgiunti ,
cioe

(g.)n(gV) = a

Se cosi non fosse
,

Fg, heG+.c . g. nh+ 0
,
da wi

(hg) . EnY + 0
,

ciol,a meno di ribattezzare hig comeg,

-geG +
.c . g.n = d

Pero UzU
,
VEV

, per cig .UnV +0
,

dunque g=gi per qualche= 1,...
n

Donque gi.n + 0
,

ma =g. Wi e VEV,
dunque otterrei + g:(gWilnV =Winki



Def.

Teorema

Data un'azione GGX
,

un dominio fondamentale per l'azione

e un sottoinsieme DEX tale che

II D a chiuso

(2) Ug.D =X (cioID)=Val
gEG

(3) La famiglia (g -D
,geG) e localmente finita inX

() Ag+e
, g .DnD = d

esempio [0. 1) (maanche [3/2
,
5/2] 0 [0.2) 0 [312

,
2])

e un dominio fondamentale per l'azione XR tramite traslazione

esempio consideriamo l'azione [R per traslazione : (n ,m) . (x ,y) = (x+n , y+ m)

Dico che to , 132 e un dominio fundamentale :

e chiuso, i sudi traslati ricoprono R2, Ig. DIgeG] e localmente finita

ed e chiaro che in 10 ,
11 non ci sono punti distinti equivalenti, per cuig .DrD= a

L'idea generale che laparte interna di D si proietta iniettivamente su X/E

e la identificazioni rimangono sul bordo OD = DID =DID

X localmente compatto, D dominio Fondamentale

per un'azione GmX
.

Allora:

III se X eTz
,
allora a e T2

(2)XEDv

DIMOSTRAZIONE

(1) Poiche X e localmente compatto eTz
,

bastavedere che l'azione e propria.

Sia K=X compatto. Vediamo che 19 : g.DnK+ 02 e finito.

Per locale finitezza dei g-D
,
FxzK esiste UX intorno aperto dixinX

t
.C. (g : g.DrUx+ 94 e finito. Per compattezzadi K,

il ricoprimento /UX
,xeK) diK ammette un sottoricoprimento finito (Ux, ...,On

Ora 19 :9.DnK* 0= 19 : 9. De(U) +04=g: g.DnUK+03 e finito

Osserviamo che
, percio, poiche i g.D

, geG , ricoprono X
,
K=g,Du

...ugnD

Ora
,
dato geG , g . KnK+* = g.Kn(gDu ... ugnD) + d

=> KngDu ...UggnD = Fi= 1
....,

n +
.c . KngiD#Q

=> ggi = gj per qualchej= 1, ...
n = g= gi9j per qualche i

,j

Dunque 19: g - KnK+ 04/ In

121 La composizione D2X > XG e continua e surgettiva
per una delle proprieta del dominio fondamentale.

Dunque tale mappa induce It :PrXn continua e bigettiva
Lin quanto se X

,yED ,
allora (x=H(y) xvy)

Per concludere
,

basta vedere cheit e chiusa
,
o che Noi : D /G e chiusa

Lin tal caso sara un'identificazione e definira percio un omeomorfismo PrEXal



Sia CED chinso
. Voglio vedere che Ii(CI)Ye e chiuso

,
cioe

Ce T((i(CI)EX e chiuso, ciol che il saturato di i(D =C

e chinso, cioe che gg . C e chiuso in X.

Poiche Dechiuso in X
,
l'insieme C

,
essendo chiuso di un chiuso,e chiuso inX.

Inoltre
, poiche CD e /g .D/geg) e una famiglia localmente finita,

anche (g .C/geE) e una famiglia localmente finita.

Infine g: X > X (ciol Ig) e un omcomorfismoget, , per cu

g.C= lg(C) e chiuso inXFgEG.

Percio gzg- C e unione localmente finita di chiusi,epercio echiusa.

esempio (1) IL Toro

Il toro e una superficie O toro e'il

omeomorfa a S'x si * 8 bordo della Figura

Vediamo cheR E toro

Abbiamo visto che un dominio fondamentale per l'azione di 4

su R2 tramite traslazioni e l quadrato D= [0 ,13
Chi e la relazione ~indotta dall'azione su D?

...
Punti dello stesso colore sono identificati

Graficamente
,
queste identificazioni si descrivono mettendo delle frecce

sui lati,
,
e stipulando che frecce uguali vengono identificate

nel verso prescritto dalla freccia:

77

>

an · D

Tr

-

4

>

&

-M

*
Y · g
a

Si puro vedere cheRES'xs' anche formalmente :

si definisce f : R2 > SxS' (con S'=)

come F10 ,4) = Cazitto, azitta)

f e continua e surgettiva, e due punti di R sono equivalenti se

e solo se sono X2-equivalenti

Dunque finduce F :R22 > S'xs' continua e bigettiva
Ora Rya e compatto (perche

,
se D =[0

, 1]2,
Toi : D > R

** e continue e surgettiva, e D e compatto

e S'xS' e Tz
, dunque e un omeomorfismo.



(2) Sia G= Int e sia GLR l'azione

[m) . ( = (CSMSin
matrice di so, che rappresenta la rotazione di angolo Zim

Poiche G e finito, l'azione e propria e vagante
Non e libera percheStab(10

,
01 =G

Pero XpeR110
,01

, g .

p = p = g= [0]

Un dominio fondamentale e

Derer40
,
other=

::
Le identificazioni rimaste sulbordo

i i sono
- · if-

-

Il suo risultato e un cono,
,

che e a suo volta omeomorto a R2.

Formalmente si puo considerare F:=RKER
,

f(z)= z

che e continua e surgettiva. Inoltre f(z)= flut zu = win

# (zw" = 1 El zui" e una radice n-esima dell'unita

# zW+= eatim per qualche melo , ....
n-1

=> z= g . w per qualche get= KInt

Quindi f passa alquoziente definendo J :
R
/nR continua e bigettiva

Per concludere basta osservare che 7 e un'identificazione, in quanto e aperta

Ivedremo che tutte le funzioni olomorfe non costanti sono aparte

Le anche chiusa
,
sipuo fare per esercizio



Topologia degli spazi proiettivi

Teorema

Corollario

Se IK = I o D
.
IK" ha una sua topologiaquella enclideal

,
che induce

una topologia su I" Yob, che induce una topologia su "(IK).

Dunque PPCR)e(C) hanno una loro naturale topologia

Studiamola a partire dal caso IK= IR

Osserviamo innanzitutto che PCIR) e quaziente per l'azione

del gruppo multiplicativo IR*=R-0), che agisce su Roscosi : X . U=o

Questa azione e libera(Xv = v == 1 perche uto

ma non e na propria
,
ne vagante, ne percio propriamente discontinua.

Osserviamo pero che agni orbita contiene vettori di norma 1

(ne contiene esattamente 2: l'orbita di u da inel , per cui

la restrizione di It : R*O) > PCR) a SER*
e surgettiva .

PR)ES"Id ES
dave Unwv=W

DIMOSTRAZIONE

5- R203 > P(H) e continua e surgettiva,
ed induce una mappa continua e bigettiva F :S'-P

Ora S'v e compatto, per cui potrei dimostrare separatamente che

PPIRI e Tz
, e concludere cheF e omeomorfismo. Procediamo perd

diversamente, ed esibiamo un'inversa continua

Sia g :RolSh
, glut ,ir, che e continua e surgettiva

La composizione Ros > S1 , Sin e continua e surgettiva
e induce unamappa :

RohSin che e continua ebigettiva
relazione del proiettivo

Lin quanto due puntidiR*

Yol finissono nello stesso punto di

Sin se e solo se sono multipli uno dell'altrol

Per costruzione eg sono una inversa dell'altra,

per cui sono omeomorfismi.

PrCR) e compatto ,
T2 e connesso per archi

DIMOSTRAZIONE

Essendo quaziente di St
,
che e compatto

,

P"(M) e compatto.

Inoltre
,
R Yo) e T2 e localmente compatto, e l'azione diG= /Idle42[

l propria perche G e finito, dunqueSId e T2.

La confessione per archi discende dal fatto cheR*
Yo e connesso

per archi (se n2l e POC) = (pt .!



Osserviamo che PPCR) e omeomorto anche a Div
,
dove

Dr = <0R/1101121) e over= o lol wil= 1 ev= -w

W
. Z 7
·

=
- = ⑧

-

z
· u [

Infatti
,
l'emisfero nord di St

,
cioe H+=/veS" con ultima coordinata30),

e un dominio fondamentale per l'azione diId su S.

E
H+

Dunque PCR) =H~ dove identifica gli antipodali sull'equatore
Ma He Dn tramite un omeomorfismo (la proiezione all'iperpiano orizzontale

che induce un omeomorfismo tra(R)H e Di

Casi n= 0
,
1

· n=o : PCM)= 1pt .!

· men : Dir=D'n =

=1
,141 , 1) = Si

Cerchiamo di capire com'e fatto PTR), tenendo presente il fatto (che

non sappiamo dimostrare ma e veral che(1) non e omeomorto

ad alcun sottospaziodi
3

Abbiamo visto che P2(M) =. ·, il quaziente di Da rispetto
& all'identificazione di punti antipodali sul bordo

Partiamo da qui e procediamo con del "cut and paste,

a a a

-b b b b
-

· ·
> · · U ⑨ -U . ⑨

--* - -
3 > 3

> a > a >
a

a
S 3

>

da

3
ve

b
en

a
vd b

W ⑧ · - U ⑨

C a
dv

T
ne 3

Ribaltando labanda
da

3
ve

3

inferiore eponendola sopra
quella superiore

sen

C
vd
b

⑨

· Min.da rou
·

5 3

·
Percia PER) si ottiene "tappando ,

il nastro di Mbius con un disco.

Formalmente
,

P2(R) =

Moebius #D2s
,

dove v identifica il bordo del nastro

di Moebius al bordo di D2 tramite un omeomorfismo ditali bordi.



Teorema

Caso IK =C
Come nel caso reale

,
se S*

= /ver
*

+.c
. Ilvll= 14

Ogni vecos ha un rappresentantee Santi

per cui la proiezione it : K**
10) > P"(K) si restringe a una

mappa Surgettiva it : Sant > PYC)

Questo gia ci dice che PKC) e connesso per archi e compatto.

Purtroppo Sant contiene Orbite"grandi se west
,

was
,

west w= Xu
,
llwll = 1= Ilvl

= I= 1 EX= eit
,
Octo ,it)

Ineffetti
,
se pensiamo S' come gruppo multiplicativo ,

Mr() =
Sa*

si

dove S'agisce su S* tramite Xu =u

Questa azione non lvagante ne propria , per cui non possiamo dimostrare che

PMD) e Tz con lo stesso argamento del caso reale.

Pr (4) e Tz

DIMOSTRAZIONE

Dati P
,
Q EP"(C) distinti ,

esiste sempre un iperpiano H che non

contiene ne P ne Q
.

Quindi P
,
Q EPC)-HEK"

,
che e Tz,

quindi posso separare Pe Q.

Per capire chi sia P(D) (P
°

(D) = (pt) e P"(C)
,
n2

,
verro studiatopil avantil,

cerchiamo di capire il ruolo topologico delle carte affini.

Quello che diremo ora vale per IK=Re /K=



Teorema

Teorema

Vi= o
,...,n la carta affine

i
Ji : /Kn-VieP(K)

,
con JilX....,

Xn) = (X
, . . .,

1
, ...,Xn)

e un'immersione topologica aperta.

DIMOSTRAZIONE

Vediamo il caso i=o

Ricordiamo che P(K)= U
. UHo con Vo= [x...... Mn]

,Moto
,
Holo ...., 4) ,

No-o

Gia sappiamo che Jo : IK" - Uo e bigettiva, per cu rimane da vedere

che Jo e continua
, Jo e continua e U. e aperto.

· Uo aperato : i+ (Vol = ((Xo, ..., X) Elk 1404 +
.
c

. Xoto) che e chiaramente

aperto in I"*, quindi U. e aperto.
· Jo continua : 1K" - 1K**

-10) - PACK)

W.,..., Xa)1 bla
,ke-,all 8 [1

, Xe ....,Xn]

dunque Jo e composizione di funzioni continue

· Jo e continua:

Sia Wo/K
,
No =(0 , .. .. X) : Noto) esia f : Wo > Ikh

con f(xo, ....) =( ....,
f e continua ed induce per passaggio al quaziente

Jo : Wou =Uo -IK" che e continua per la proprieta universale

Qui devo osservare chea (con la topologia quaziente diNol

coincide con quella di Vo come sottospazio di P"(IK),
ciol che se restringo equaziento ottengo la stessa cosa che

otterrei quazientando e restringendo
Qui torna tutto perche Wo e un aperto saturo

Usando quanto visto
, possiamo dimostrare il seguente.

PICKES2

DIMOSTRAZIONE

P'(CI e compatto etz e IPYDI-HEKER"
SptS

Per unicit della combattificazione di Alexandrov,

P'CC) e omeomorfo alla compattificazione di Alexandrov diR
,
ches



Def. Una varieta topologica e uno spazio topologicoX t
.
c.

1) InEIN +.c . FeX ha un intorno aperto (

omeomorfo ad una palla apertadiR

(2)Xe Tz

(3) X e a base numerabile

Il numero n che compare in (1) si chiama dimensione della varieta.

esempio III R e una varieta n-dimensionale

121 Kn e una varieta zn-dimensionale

(3) Sn e una varieta n-dimensionale :

SUNER" e Sts)ER tramite le proiezioni stereografiche,
per cui ogni punto di sn ha un intorno aparto omeomorfo atten

Ma Men e a sua volta omeomorfo a una palla aperta diR,da cui la tesi.

Ineffetti
,
la condizione (1) equivale arichiedere

,
FreX,un intorno aperto (

omeomorto aR
, oppure un intorno aperto U omeomorfo a un aperto di R

(4) PMIR) e una varieta n-dimensionale

Infatti
,

Uo, ...,
Un (codomini delle carte affinil sono un ricoprimento aperto

di PMIRI con aparti omeomorfi a Rn

(5)P"(I e una varieta zn-dimensionale

Istessa ragionedi Pr(IR)

Ci si potrebbe chiedere se
,
nella definizione di varieta topologica, (1) = (2)

ciol localmente euclideo implica Hausdorff), ma questo e falso.

esempio X =
RK1

, 1
~ ,

(X
,
El v(y

,
e) se sono uguali oppure X= y +0

10 , 1) Identifico le due rette eccetto· ⑧

· 10 ,0
i punti di asissa o (retta con punto doppiol·

·-1)
·

·

X e T1 : XpeX ,
it+(Pl consiste di 10 2 punti ,

ed e dunque chiuso

per cui i punti diX sono chiusi /lo spazio IRX-1
,
13 e Ti in quanto

sottospazio di TI
,
quindi i suoi sottoinsiemi finiti sono chiusil

X non e Tz: Siano O intorno aperto di [10 ,-11] e V un intorno apertodi [10 , 11)

Allora(UI =RX-1
, 1) e un aperto (automaticamente satural

, dunque,

essendo aperto ,
contiene 7E,)X/-11 per qualche 30, ed essendo

saturo anche (E
,
/14) 110, 11.

Analogamente , 72'so +.c .
M+ (V) contient (7E'2'(x1))v(72

,E'X+1) 1410 .-114)

Dunque +(U) #+CV +0 da cui Un#

X e localmento enclideo : ExeX 7Uintorno dix con VER

Considero U = X- /[10 , -11)), che e aperto (perche X eTil

Consider i : R = X : X1 > [x
, 1)]

i e continua perche composizione di XI +(x
,
111[,1)

i

e immersione : devo trovare j :XR continua +
.c

. joi = idr : j([x , E)) =x

joi(x) = j([(x ,))) = X => joi= id

j continua perche indotta da J : RX-1 , 14 -R : (,
el1 ix

Quindi ilRIER ma ilR) = U : quindi tutti i punti di sono in U aperto omeomorfo aR

Analogo con U = Y- 450, 13) e i(x = [x
,
- 1)



Teoria dell'omotopia

Def.

Proposizione

E' una tecnica per mostrate che due spazi non sono omeomorfi.

L'omotopia e un concetto pil debola di omeomorfismo.

Due funzioni fig : X > Y continue

Una omotopia tra f e g e una mappa

H : XX50 . 1] -Y tale che

(1) He continua

Hid = F ExeX e H(x1 = g() FxeX

Notazione Se esiste un'omotopia H tra feg ,
diciamo che feg sono omotope

e scriviamo fug

esempio sia X=R e Y =/Yo
Dico che f= 1 e gez sono omotope

Infatti considerando H : Xx50
, 11 - Y

H(it) = In-t)-f(x) + t . g(x)
H continua e H(X,

d= F(x) ,
H(X

,
1) = g(x)

Dico che f=I e g= -1 non sono omotope

se esistesse Homotopia tra fe g ,
arrei

& H"(lo
, tall RX50 ,1 ma H"10

,
+Coll e sia aperto che chiuso

*

Rans RX414 in RX50 , 1) connesso in

La relazione di essere omotope l una relazione di equivalenza

su C(X
,
Y1 = 1 f : X > Y continual

DIMOSTRAZIONE

1) Riflessivita : poniamo H(X
,
H = f(x) Fix ,

t) +XX50
,1)

H continua e Hid =H(,
1) =f(x)

Quindi H e omotopia trafe f : fuf

121 Simmetria: sia Homotopia trafeg
Definiamo #(x

,t) = H(X
,
1-t) : He continua e

F(x
,
d= H(x

,
1) = ga) e F(,

1) = H(x,0) = f(x)

QuindiI e omotopia tra ge f.

(3) Transitivita : siano F , g ,
h : X -Y continue con fug ,gud

=> esistano He
,
Hz : Xx[0

, 1) -Y continue con

H ,(x ,d = f(x)
,
Hi(x

,
1) =g(x) e H2(x,d) = g() ,

H2(x
,
1) =h(x) (xeX

Definiamo H : XX50
, 13 -Y

HIX
,H =CH Set

· H e ben definita , perche H , (x.
1) = Ha(x

,
o= g(x) KeX

·Hd= Halvd= F,
H(x

, 1) = Hz(x ,
1) =h()

· H continua perche (XX[0,]
,
XX

,
1]4 e un ricoprimento chiuso

finito, quindi fondamentale
Quindi H e ootopia trafeh.



Def.

Def.

Def.

Proposizione

Chiamiamo [X ,Y] =
(,Y)

Un caso in cui [X ,Y] ha un solo elemento

Un insieme RER e stellato rispetto a ver

se per agni Xer
,

R contiene il segmento di estremi Xo e X
,

cioe

Exe- [x ,x) = ( to + H-t(x/teto ,1)-

esempio D Stellato rispetto a Xo
,

ma non rispetto a

esempio R e stellato

Un insieme R =M" stellato rispetto a agni XoEX si dice convesso

Oss -2 stellato rispetto a un qualsiasi punto connesso per archi

Sia RER stellato rispetto a VER.

Allora tutte le funzioni continue da Xa-2 sono omotope

DIMOSTRAZIONE

Sia F : X -1 continua

Sia Co :Xe la funzione costantemente Xo

Mostro che fuco

Definisco H : XX[0,1)R

H(x
,
t) = 11-tf(x) +to

Siccome -2 stellato rispetto a vo
,

H(x
,
+Ev Fteto , 17

.
KxeX

H e continua perche f e continua

H(d = f(x)
,

H(X
,
1) = Xo ExeX

=> H e omotopia tra f e Cro

Concludo per transitivita.

Oss Ho dimostrato che [X ,Y) =<[Co]

esempio Ogni funzione da IR" in R e omotopa all'identita
La funzione ida-los : R21401 -IRYos non e omotopa

a una funzione costante



Def.

Def.

Proposizione

Proposizione

Siano X
,
Y

,
Z spazi topologici.

Siano F . F : X >Y
, g ,g : Y -z con fuf' , gug'.

Allora gof vg'of

DIMOSTRAZIONE

Siccome Frf'
, JHf : XX[0

, 1] -Y omotopia tra fe f.

Siccome gug , JHg : YX50
, 1] - z omotopia tra ge gi

Definiamo H : Xx[0
,11 - Z

H(x
,t) = Hg(Hf(x ,

t)
,
t)

· H(x
,
d = Hg)Hf(x ,d)

,
0) = Hq(f(x ,

0) = g(f(x)) = gof(x)
H(X

,
1) = Hg(Hf(x,

1)
,
1) = Hg(f'(x) ,

1) = g(f'(x) = gof'() fxeX

· H e composizione di Hg eHf continue, quindi H e continua

=> H e omotopia tra got e g'of'

Sia F : X >Y continua
.
Un'inversa omotopica di f e una funzione

g:>X continua t
.c

. gof vide
, foguidy

Se f ammette un'inversa omotopica,
allora f si dice equivalenza omotopica.

Se esiste un'equivalenza omotopica da Xin Y
,

X e Y si dicono

omotopicamente equivalenti o omotopi, e si indica con XvY

esempio (1 Un omeomorfismo f: X > Y e un'equivalenza omotopica

(2) Sia MIR" stellato rispetto a Xo. Allora -vSX)

Infatti
,
sia gidxod a e cro : -2 xos

.

Allora

Crogid e goci : Reegoc vide

=> g e equivalenza omotopica

Se Xv(pt . 3
,
X si dice contraibile

Vedremo che IR104
,

S'
,
PER)

,
P(K)

,
S'XS' non sono contraibili.

L'omotopica equivalenza e una relazioned'equivalenza.

DIMOSTRAZIONE

Sia X spazio topologico.

Riflessivita : idx e equivalenza omotopica le omeomorfismal

Simmetria : Seg :YX e inversa omotopica di F :X :Y
,
allora f e inversa

omotopica di g. Quindi, se f l equivalenza omotopica ,
ancheglo

Dunque XNY = YNX

Transitivita : Se XVY e Yuz = If :XiY con r sua inversa omotopica,

e 7g: -z con s sua inversa omotopica

Dico che gof e equivalenza omotopica ,
con inversa ros

Infatti for vidy
, gosvidz > (goflo(ros) = golfortos ~gosvidz

Quindi (gof)(ros) vidz
, analogamente (roslo(gof) = idx

Quindi gof e equivalenza e Xuz



Componenti connesse e omotopia

Def.

Teorema

Corollario

Sia X spazio topologico
No(X) = (compenenti connesse per archi diXI

Una f : X :Y continua induce Ex : Fo(X) -To(Y) Ifuntorialita

21 - componente cpa di Y

contenente f(c)

Siano F ,g : X : Y continue
,

con fug
Allora fx =gx

DIMOSTRAZIONE

Sia xeX. Sia [x Etto(X) la componente di X contenente x

Mostro che fx([x]) =gx([X)
Ovvero f(x) egil sono nella stessa componente di Y

Esibisco un cammino in Y tra f(x) e g(x) :

siccome Fug ,
7 H omotopia trafeg.

Definisco 2x : [0
, 1) -Y

,
xx(H = H(x

,
t) eY

* e continua perche He continua

Xx(d) =H(x ,d) = f(x)
,

(x(1) = H(x
,
1) = g(x)

Quindi xx e un cammino tra f(x) e g(x)

Se X-Y
,
alloraTo (X) eTo(Y) sono in bigezione .

DIMOSTRAZIONE

Se XvY
,
allora If egt .

c
. Fogridy e gof vide

Le uso per fare bigazioni tra MoN e Mo(Y).

Considero Fxgx = (f0g)x = Lidylx = idro : Fol > Ho(Y)

Allo stesso modo go fx = idito
Quindi Sx e GX sono bigezioni.

Oss Il numero di componenti cpa e invariante per omotopia



Retratti e retratti per deformazione

Def.

Proposizione

Def.

Def.

SiaYe X sottospazio .

Una retrazione da X in Y e una funzione r : X-Y continua +
.
c

. ry) = y FyeY
Equivalentemente : roi-idy con i : YX

Se esiste una retrazione r:X > Y allora Y e retratto diX.

esempio (11 SiaEX

La funzione r :XXo) costante e una retrazione

Quindi ogni punto di X e un suo retratto.

121 S" e un retratto diR*404

La retrazione e r :** 101 > Sh

1 -
Per

n13) M404 non e un retratto diR

Se per assundo 7r : R /RS04 retrazione,

avrei r-(lo
,
+)R e sia aperto che chiuso in R I

Sia Y un retratto di X. Allora

Il se X e Tz
,
Y e chinso

(2) Se X econnesso/compatto,allora Y e connesso/ compatto

(3) Se X e Cpa
,

Y e cpa

(4) Se z e un retratto diY
,
Z e retratto anche diX.

DIMOSTRAZIONE

III Fix(f) ,
con S : X-X continua eXT2, e chiuso, e Y =Fix(r) dove re laretrazione.

(2) Segue da Y = r(X) e r continua

(3) Siano Y1 ,YzEY e sia y un cammino tra y, e Y2 in X

Allora rop e un cammino continuo tra ye ey2 in Y.

(4) Se s : Y-z e r : X-Y sono le retrazioni di Y su Ze di X su
Y,

sor e la retrazione di X su Z

Sia YX. Una retrazione per deformazione di X su Y e

H : XX [0
, 1] > Y continua t

.
C.

(1) H(x
,
a = x AxeX

(2) H(X
, 1) EY XxeX

(3) H(y ,
t) = y Fy(Y fte[0, 1)

da cui HIX
,
1) e retrazione di X su Y

Oss H cida un'omotopia tra ide HW Min

Se esiste una retrazione per deformazione di X su Y
,

allora

Y si dice retratto per deformazione di X.

Oss Y retratto per deformazione di X = Y retratto di X



Def.

Gruppo fondamentale di X in 

Proposizione

Corollario

Sia YeX sottospazio retratto per deformazione .

Allora i :Y X e un'equivalenza omotopica

DIMOSTRAZIONE

Devo trovare un'inversa omotopica di i :

la prendo dalla retrazione per deformazione.

Siccome Y e retratto per deformazione di di X

7 H : XX50
,
1] > Y retrazione per deformazione

Definiamo r(x = H(X , 1) e troviamo che :

·rxeY KxeX
· (roil(y) = r(y) = H(y , 1) =y = (roil = idy

· ior wide :

H continua
,
H(x

,
0= x KxeX

,
H(X,

1) = (or(x)

Quindi He omotopia tra ior e idx.

Se Y e retratto per deformazione di X
,
allora In Y.

esempio (1) X con Io(N/2
,

sia Noel

Nol non e retratto per deformazione diX.

Infatti
, se lo fosse

,
XN[X =>o(X) eo(vol sono in bigezione o

121 Sh e retratto per deformazione di R*0)

Xo

Idea : ci sono cammini chiusi che possono essere

·
·

retrotti ad un punto, mentre altri non possono

Sia I= [0 , 1)

Un cammino in X tra xo e X e una funzione continua

& : I oX tc
.

Noledo e X=x

Sia R(X
,
Xo

,
Xi) = /commini in X tra xo e x) lo spazio dei commini.

Vogliamo cercare di identificate i cammini a meno di omotopia
Problema : Condi F9 ,

Cer(X
,
No

,
xi

Perche H : IXI - X e un'omotopia tra X. e Cx.

Is
,
t) / > Xolle-tIs]

Quindi tutti i cammini sono omotopi tra Coro.

Serve quindi una definizione alternativa



Def.

Proposizione

Proposizione

Una omotopia di cammini tra Co ,41 EX(X
,
Xo

,
xi)

e H : IXI -X continua t
.
c.

4) H(s
,
0) = Co(s) Usel & H e omotopia tra do &,

(2) H(s
,
1) = &, (S) YSEI

(3) H(0
,
t) = Xo Atel & estremi fissi

(4) H(1
,
t) = X1 Stel

Xo
I cammini in blu saranno omotopi, ma il cammino

· Xi

in rosso non sara omotopo a quelli in blu.

&

esempio X = R21401 e U . U' sono come infigura, X & U
· X1

rep' sono omotopi come mappe da to
, 13 inX, * >

ma non come cammini - U

L'omotopia di cammini e una relazione d'equivalenza

DIMOSTRAZIONE

Identica alla dimostrazione che l'omotopia e una relazione d'equivalenza.

Bisogna solo notare che partendo da omotopie a estremi fissi
,

in ogni

passaggio si ottengono omotopie a estremi fissi.

Ricordiamo che
,

se xeR(X
,
Xil , BER(X ,

X2), la giunzione X* B :

[xBIs) =1 See
XXB e continuo perche <[0,]

,
[

, 173 e un ricoprimento fondamentale

Se C
, demo

,Vil e Bib'Er ,
Val con XuB , Xins',

allora XXBN x'XBI

DIMOSTRAZIONE

Pache Gua
,
EH : TOXTad I tc

.
Ho

,
dec

.
Hell=d voe H(0 , +) = 40 Fteto ,1 ,

H(l
.
t) = Xe Fteto, 17

tr 3
Analogamente , 7 K omotopia fatta cosi ↓

I 3 3
7

Definiso T: [0
,1XTO ,DiX B

In formule :

T(sit) =List Set as
che e continua perche <[0,]X50, 1)

,
[

,
1] X50, 13) e un ricoprimento fondamentale di To ,1]xTo , 1)



Def.

Teorema

Lemma

Il gruppo fondamentale di X con punto base Xo e l'insieme

MelX
,
Kol =

MIX
,No

,Kolm

con l'operazione [x] * [B] = [CxB)

Notiamo per ora che l'operazione e ben definita grazie
alla proposizione precedente

Sia xER(Xo
.
K) e sea j : [0 , 1) 1 To , is continua

con ja= o
, jal= 1. Allora XNXoj

Lciol la classe di omotopia e invariante per riparametrizzazionil

DIMOSTRAZIONE

Basta porre H(s
,
t) = x((n-ts + tj(s))

H ben definita
,
continua e Ho = X

,
Hi= xoj

e H(0 ,t = x(d)
,
H(

,
+)= x()

Idea generale : per costruire omotopia, quando si possono utilizzare

combinazioni convesse, facciamolo.

A volte non si poo (come in IR104)

(T(X ,
Xol

,
x) e un gruppo

DIMOSTRAZIONE

Associativita : dati C
,B ,HER(Vol ,

devo vedere

([x] x[B]) x[V) = [x] x ([BJx[U])

Doe (xxB)xyvXX(BXU)
Nel cammino (xXBIX), percorro a tra Oet

,
stra , ,

↓ tra E
,
1 ; mentre in XX/BXYI percorro [tra 0

, E ,

&tra,, U trai

Runque X* (BXP) e una riparametrizzazione di (x*B) XV,

percio (CXBIy ~XX(BXf) per il lemma

Elemento neutro : siax il cammino costante inXo.

Allora FCER(Xo
,
Xol i cammi CXX e X*CX

sono riparametrizzazioni di x. Ad esempio ,

se j : [0 ,1)To ,
17,

Verifica j(s) = [s- ,

se setoEl
se sett . 1)

,
allora Xoj = c *C,

per cui (xXXX .

Analogamente (xvC

Esistenza dell'inverso : dato XER(
,
Vol ,

definisco X : [0 ,17 -X

&(s) = X(1-5) .
Devo mostrare che Exx+ ~Cro

,
XXXVC

Ibasta CXX"NCK
,

Poiche (9%
"

=2)

A poco a poco, ,
richiamo il punto to in cui passo con exc+ all'istante not

t= all'indietro, fino alpunto xo iniziale e finale

Si puo descrivere cosi : il cammino He percorre X tra O e 1-t



Elementi del           come mappe da S   in X

Ipercio per t=o percorra tutto a a per t= 1 e fermo in Xol,

poi sta fermo peril tempo necessario e poi ripercorre a all'indietro,

cosi che Ho = XXX
+ eH1 = C

-

E' pie facile scrivere l'omotopia con Ho= Cx ,
Hi= xxx

+

& .

In formule: 3

↓
3 &(t) Xo

Hist = [see +=22
&/[0

,t)

L-da X(I) a x(0)

X(2-251 se t2-25 Co costante in XLt

1

#1

Sia S'la circonferenza unitaria in K (che penso con punto base 1ED)

Allora c'e una bigezione
Ro

,
Xol -If :SX con fal =Nol
X >

Pocke C1d = 911 = Xo
,

no [0 ,1 iX
V

X induce I continua
[0 ,110 ,17

T

Ora [0 ,1 10 , 14 ES' ad esempio tramite

Ta , Pt)) =et

La mappa XI > bigettiva in quanto ha inversa

XIsl = /etis) Kioe data & :SX con(1) = No,

posso porre x/s)=/eatis
,
attenendo a : 50 , 17 -X continua

con (10) = XI) =Xo e queste due costruzioni sono una l'inversa dell'altra

Questa mappa induce una ben definita

N : Me(Xixo -IS'
,
X

Infatti
,

se [x] = [B) in Mi(X
,
Xo), esiste un'omotopia H : [0 ,1x50 ,11 -X

a estremi fissi tra x e B.

Pache Ho ,t= H(1
,
t =Xo Fteto ,1 , questa H passa al quoziente

rispetto alla relazione ~ che identifica (0
,
t) con (1 ,t) Ftelo ,1)

B

*o definedo # :
[0 ,1 x [0

, 1)
-x

10)· With 11

&

[01] , x50 ,1 ex

con Sinsa Si ,
Sae40 , 14

Per un esercizio svolto (ex
.
571, questa identificazione e un omeomorfismo.

Dunque H passa alquaziente definendo # : S'x50
, 17 - X

che per costruzione e un'omotopia trae
B 1

Xo No
3

No

X

&
3

2



Proposizione

Lemma Sia D=D2 disco chiuso in R22 o C, oppure

D= [0 , 17 x[0 , 1) e siano X ,B archi complementari

su &D con stessi punto iniziale e finale

Sia f :XD continua

Allora fox v for come cammini

DIMOSTRAZIONE

Poiche D e convesso
,

basta porre H(s ,t) = f(11-t)x(s) ++B(SI)

1) [x] = 1 >*: S'X si estende a una funzione

continua su D

121 Se X e connesso perarchi
, y e surgettiva

(3) y([9]) = y([B)) >[x] e [B) sono comigati in It./X ,
No

Il punto 131 dice che l'omotopia puntata e l'omotopia libera

(senza punti base) non sono la stessa cosa.

DIMOSTRAZIONE

Ill Se X e omotopo axo come cammino, esiste un'omotopia
H : [0

,
1] x50 , 17 - X raffigurabile cosi

e
H

-X

Se JETo , 1] X50 , 1] e l'unione dei fre segmenti di bordo che

vengono mandati nella costante Xo,
,

e facile vedere che
[0 ,1] x 50 , 17

J ED" che identifica to ,1]x(1)[To , 13 xT0 , 1) con OD" = Si

[0 , 17 x50,1] +E · [J]

L'omotopia H passa al quaziente definendo

F : D2 IX che estende
Viceversa

,
se f : D2 IX e un'estensionedi e

9. [0
,
17 x[0 , 17 ,

[0 ,1XTO ,1)
+

ED2 e il collasso descritto sopra ,

fog e un'omotopia a estremi fissi tra Xe Cx

RI Supponiamo XCpa e sia B : S' iX

Cerco XERIX
,
Yo

,
Xol +

.c. sia omotopo aB

Sia X = BI) .
Poiche X e Cpa ,

7 SeR(X
,
Xo ,

N.

Pongo C = Sx5XS+ dore 5 : [0 ,1 -X e tale che

⑤ = B , cioe(t) =B(eit)
Dico che e omotopo a B : infatti

,
sia Fteto ,1)

Se il cammino che parte da S(t) e arrivain X
,
cioe

E S(t) se okset

.

In particulare S=S , Si = CxSt(s) =

8/s) sesst



sia ora V = St**S
Per costruzione Vo = 80x5 *80 = X

,
Un = S,***Si

,
cioe

V =5 a meno di riparametrizzazioni.

Considero l'omotopia
HILOTXTOB OX HIS

,
H = Vels)

Le facile vedere che e continual

Ogni U +
e un cammino chiuso, cosi che H passa alquoziente

-
definendo # : S'x[0 , 1) > X omotopia tra e xi***C
Poiche (x.X5 XCX, e una riparametrizzazione di 5 ,

Cx *X e omotopo a estremi fissi a
5

,per cu
-

CXX5XC e omotopoa = B . Dunqueus

13) (1) N(TX]) = 4([B1) =>NB
,
ciol esiste un'omotopia

H : S'x50
, 1] > X con Ho=2, Hi = 5

.

Sia K: [0 ,1] x [0 , 1) = X
,
K(s

,
t) = H(e2is

,
t)

Sia U : [0 , 17 - X il cammino percorso dal punto base 1 di Si

durante l'omotopia H
,

cioe r(t= H(1
,
t)

1
Hi > X

nu

-1 B

Dunque si peo raffigurate cost :
Unu

con X
, B ,U cammini chiusi che 2

partono e arrivano in Xo

Per un lemma gia visto, ne segue che [C] = [V * BXU- ] = [r)x[B]x[r+]

cioe [x) e coniugato a (B)
#) Se [9) e coniugato a [B] , J[V] E (X ,Nol +

. c
. [x) = [U * BA U"),

cioe x e omotopo a estremi fissi a U*BXV",
-

da cui e omotopoaXBX~
Per concludere ,

basta vedere che UXBXV" e omotopo as
Esattamente come prima

,
se rt(s) = (H) seoset

, si mostra
- r(s) se st

che UXBXf+ e omotopo a s interpolando

questi camminicon UTUE

Percio, per definite it ,
il punto base e importante :

IS1
,
X) e in bigezione naturale (almeno quando X ecpa)

con le classi di coningio diT,(X ,
Xol, cui non e possibile

dare una sensata struttura di gruppo.



come funtore

Corollario

T1

Possiamo pensare a it , come ad un funtore

Espazi topologici puntati ? - (gruppi ,
Gli oggetti della categoria /sp . top puntatil sono coppie
I

,Xol con X topologico , XoEX, e le frecce sono

5 : (X
, Xo) - (Y ,yo continua con f(xdl = yo

Per ora, a ogni oggetto (X
, xi) abbiamo associato l'oggetto

#.(X
,
vol (che e ungruppo

Dobbiamo ora associate a ogni f : (X
, Xo) - (Y ,yo continua con f(xd = yo

una Sx:(X ,
Xo) I. /Y

, yol omomorfismo di gruppi
& pone FTxJett , (X , Xol fx([ab) = [f(x)]
· Ex e ben definita perche ,

seu ,
folufor

(se H e un'omotopia a estremi fissi tra XeB ,
fott e un'omotopia

a estremi fissi tra for e for
· Ex e un omomorfismo, perche

folx*B) = Ifox) * (for) , per au

f([9] x [B]) = fx([kxB]) = [fo(xxB)) = [(fox) X (foB)] =

= [fox]x[foB] = fx([x]) * fx([B])

Per dire che siamo in presenza di un funtore, bisogna
anche mostrare che.

Ill id : (Xixol "(X
,
xol e l'identita

,

idx : [T(X
,
Xo) - TX

,vol e l'identita

2) Date F : (X
.
xol > (Y ,yol , g : (Y

.yo) > (2
.
zo)

si ha (fog)x = fx gx
Anche questa verifica e banale :

(80g)x([97) = [(fog)(x)) = [fo (g0x)] = fx [go9] = fx(gx(x))

Se f : X >Y e un omeomorfismo
,
allora

#
. (X ,

Nol Ette(Y ,
f(xo)

DIMOSTRAZIONE

Peripotesi
,
F" : (Y

.
f(xo) : (X

,Xo) existe ed a continua,

e sina Exo fI = (fof"x = idx = id,/Y
,fal

fro fx = (f"ofIx = idaidiixo
per cui gli omomorfismi Ex

,
fi sono uno l'inverso dell'altro



Dipendenza dal punto base

Def.

Proposizione

Corollario

Siano F ,g : X >Y +
.
c

. f(x)= g(x) =Yo
che siano omotope tramite un'omotopia puntata,
cioe tramite H : /150

, 13 oY t.c. Hof
,
He=g

H(X
,
t) = yo Fteto , 17

Allora Fx = gx

DIMOSTRAZIONE

Basta osservare che FxEM(X ,
Xo

,
Xo),

fox e omotopo ad estremi fissi a god tramite

l'omotopia K : T0 ,17x50 ,1) - X K(s
,t) = H(x(s)

,
+

Per costruzione
,

Ko = foc ,
K =

=goa e

Klo
,
t = Kle

,
t = %o Ft Perche H/X0

,
+) = Yo Xt

Sia peR(X ,
X

,
X) .

Costruiamo un isomorfismo di gruppi
U : Fr(X

,
V) >M(X

,
vol che dipendera daPl

Si pone UHITs) = [rx(*U
+ )

· Buona definizione: se xuB ,

abbiamo visto in un lemma che

& XXUXB ,
e quindi di nuovo UXCXU"NUXBAU",

da cui la buona definizione.

· Omomorfismo di gruppi : qui si usano sia il lemma sulla giunzione,
sia quello sulle riparametrizzazioni /che implica che se c e costante,

CXprf) : infatti VIC1-VIB = [r") . [NBAV+ ) =

= [NXXXU"XUXBXU + )
-

loop in X

Ma UXXIPUBNYXC**By+ &XXXBxy+

la cui classe di omotopia e H([XXB])
· Isomorfismo di gruppi : l'inversa e data da IV")#-

Gia sappiamo che (1) " e un ben definito omomorfismo.

Inoltre VI(U([(y)) = rilTrxxxo + ]) = [0-

xU *x * 0
+ X0] =

= [CxXXX(x] = [x]
, per cui

& e (V'# sono uno l'inversa dell'altra

Se X e connesso per archi
,
il tipo di isomorfismo

di, /X
,
Xo) non dipende da Xo

X si dice semplicemente connesso se e contesso per archi

en. (X)= (e)



Proposizione

Corollario

Corollario

Corollario

Per provare che spazi omotopicamente equivalenti (non necessariamente

tramite omotopie portate) hanno ite isomorfo
,

cominciamo con laseguente

Sia F : X >X omotopa all'identita.

Allora Fx:(X
,
vol >(X

,f(x) e un isomorfismo.

DIMOSTRAZIONE

Sia H : Xx[0
, 1] -X un'omotopia tra Ide F ,

ciol Ho= Id,
He= f e Sia U : [0

, 17 X il cammino percorso da Xo durante

l'omotopia ,
cioe Vit) = H(xo

,
+) .

Percio pol = No e p() = f(xd
Sia XER(X

,
Xo

,
Xol. Applicando l'omotopia Had X

,
atteniamo

la mappa K : [0 , 1] x50 , 1) = X
.
KIsit) = H(x(s)

,

ti descritta da
Ho &E fox

Holid, = Un.ins =His

" Vio
H009=&

Per un lemma gia visto, i cammini blu e rosso sono omotopi a estremi fissi,

per cul fo(vU-* &XU ,
cioe [fox] = TV +

*&*] in t/X
,
f(x)

,
woe

Fx(59)) = U([C]) . Poiche questa relazione Vale FixJe te(X
,
xol

,

fo = U e un isomorfismo per quanto gia visto.

Sia f : X. Y equivalenza omotopica. Allora

Ex: /X
,
Xol >/Y

,
fal e unisomorfismo

.

Dunque ,
se X e connesso per archi

,
it .(X) E.(Y)

DIMOSTRAZIONE

Sia & un'inversa omotopica dif
,
cioe FognIdy , gofvIdx.

Per quanto visto
,
se Fa :elX

,
vol sitalYfol,

gx : (Y
, foll > (X

,g(fol) ,
allora gx0Fx = 190fIx : MelX

,
vol UtelX

,gall
e un isomorfismo, perche gofu Idx. Ne segue che fx e inieltiva.

Rifacendo lo stesso discorso con gx , poiche FognIdy , attengo che

anche gx e iniettiva. Dunque ox o Fx bigettiva, e sia Fx sia gy

sono iniettive. Da cio segue che sono bigattive.

Se X e contraibile
,
allora e semplicemente connesso.

TYR2 , 404) Ett(Si

IS' e omotopicamente equivalente aR - (0),

perche ne e un retratto per deformazione.)

Per mostrare che esistono spazi non semplicemente connessi
,
ci servira la teoria

dai rivestimenti
,

con la quale mostreremo adesempio ilrisultato fondamentale it, (S" = 2



Teoria dei rivestimenti

Def.

Proposizione

Def.

f : X - Y e un omeomorfismo locale se FPEX
-U aperto inXt

.
c

. peU e flu : 0 -f(u)

e un omeomorfismo su un aperto (ciol f(U) e aperto

esempio III SeU e aperto in X
,
l'inclusione i : UcX e un omeo locale

1) D : R > S'
, plt) = earit e un omeo locale (lo vedremo trapoco,

quando dimostreremo che e addirittura un rivestimental

EX= RX-
,1

.
(K//X ,El> sono uguali o x= y+ 0

-

Igio visto come esempiodispazio localmente omeomorto a R manonT2)

Sia : XR ,([X,E]) = X

Allorait omeomorfismo locale : infatti
,
se U=X-450 , -13)

,

V =X: (50 ,
11)

sono aparti di X (XTel elo : 0 -R
,
V : V . R

sono omeomotfismi.Paiche UoV = X
,
it e un omeo locale

Sia F :X - Y un omeomorfismo locale.

Allora f e una mappa aperta

DIMOSTRAZIONE

Per definizione di omeomorfismo locale
,

X. Ui ,
dove

Vi e aperto inX Fiel e flui :Vi -f(Uil e un omeo
,

con

f(Vil aperto.

Ora sia MEX aperto. Allora

firl = f(rnUVil = flunWil = UffnUi
ItI iEI

Ora
,
RiVi e aperto in Vi e F : Ui > f(Ui) eomeo,

per cui f(unVil eaperto in flUil.

Poche FIUil e aparto in Y
,
F(RnVil e aperto anche in Y

Dunque F(2)= freVil e aperto in quanto unione diaparti

Una funzione continua p :E-X si dice rivestimento se

Al X e connesso

2) XpeX JUeX aperto con per t
.c

. p"(U)=W
,

dove Wi e aperto FicI e PIN :Wi -U e un omeomorfismo fiel
Un tale U si dice ben rivestito /o banalizzante).

E
PD



Proposizione

Def.

esempio (fondamentale

La funzione D:RS'
,
pC = eatit e un rivestimento

IR

P
I y

·Qo

&

Sia Quaito eS'
. Pongo U =Seztit/to-act to+

p
- (8) = V(to - * + n

,
to + A +n)

neI

(<to2 to-l

Dunque , posto Wh = (to- +n
, tota + n)

,

basta osservate che

: Wn sono disgiunti e aparti e Plan : Wn -U

e un omeomorfismo
,
il che e molto facile.

Un altro modo di disegnare questo rivestimento e

collocando R sopra S' come un'elica

-

-.

Wa (w)G
We clG P
Wou

....
im

si

Sia D : E >X un rivestimento

Allora p e omeomortismo locale

DIMOSTRAZIONE

Sia YEE e sia X= Plx) .

Siccome p e rivestimento
,

JU=X aperto banalizzante di X

=> p-V) =Wi, con Wi aperto di E e PIN:
omeomorfismo su un aperto

ItI

Siccome X=D(*)
, YED"(U) => F!I +. c . YENir

Scelgo V =Wio che l aperto e +
. c

. Pi e omeomorfismo

e PIN.
.
(Wisl e aperto in X

Quindi p e omeomorfismo locale.

Sia P : E iX un rivestimento, sia XeX.

L'insieme P"(X) si dice fibra dix.



Teorema

Corollario

Def.

Sia p : E > X un rivestimento, siano X
,y EX.

Allora IP-(x) = (p-(y))
In altre parole ,

la cardinalita delle fibre di un rivestimento e costante.

DIMOSTRAZIONE

Sia XoEX
.

Definisco R= (xeX : (D+ (4) = IP"(oll) EX

Mostro che 1 e aperto echiuso in X connesso.

Siccome XoE+ 0
, segue R=X

,
che e latesi

· R e aperto :

Sia XER. Siccome XeX
,
JUX aperto ben rivestito, orvero

P-U)=Wi
, plvi omeomorfismo su (

In particolare , Pli; bigezione . Quindi IP=+ Freu

Quindi IPWl= 1 FxeU Fiel .

Quindi, siccome iWi sono disgiunti , D-(X) e in bigezione con I

=> D-Xol e in bigazione con I
,
ma xer Ip"(l= IP-Il Axel

Quindi U =-
.

Quindi agni xer ha un intorno aperto R aperto
·R chiuso : mostro che Re aperto

Sia xem = (p"() + IP - Woll

Per il ragionamento precedente ,
esiste UEX aperto +

.
c

. (P(z))= 1P-I) Yzel

Quindi (P-(z)/ + /P-(oll Vzeu

Quindi U12, percio agni xer' ha un intorno apertor'aperto

Abbiamo quindi che la seguente quantita e ben definita.

Il grado di un rivestimento e la cardinalit di una qualsiasi sua fibra.

esempio Sia EFX .
Allora p : E IX e rivestimento di grado d

Sia E = St
,

X = Pr(R)
.

Allorant : Su-Sep)

e un rivestimento di grado 2

Sia p: E > X un rivestimento, con EFQ.

Allora pe surgettiva

DIMOSTRAZIONE

Osservo che p e surgettiva /P-(/1 Fxex
Sia YeE + O e sia X= p(). Allora (P-(11 perche ED"(N)

Per il teorema precedente IP"(X)/1 FXX .

Quindi p e surgettiva

esempio comeomorfismo locale sorgettivo che non e un rivestimental

Sia E = RX-1 , 1 y con (x
,
El v(x ,)(X,

2) =(x ,) vx=x = 0

Sia X=R
,
sia P : E >X : P([x

,z)) = X

· p e omeomorfismo locale

·P non e rivestimento : P
+ (d) = /50 ,

13
.
50 ,17) => (p- (d) = 2

map-(x) = ( [x , 1) => (P+ (x))=1x+0



Teorema Sia G AX un'azione propriamente discontinua

tale che Xe e connesso.

Allora it : X >Xa e rivestimento.

DIMOSTRAZIONE

Sia xeXz
,
sia YeX +

.c.(x) =X

Siccome GAX e propriamente discontinua
,
JV=X aperto,EV,

t
.
c . g .VnV= Vgte

Sia U=IV) : U e aperto diXa perche le proiezioni al quoziente per

azioni di gruppo sono mappe aperte
Mostro che U e ben rivestito.
·It(U) e unione disgiunta di aperti:Ul=

+((VI) = U g.V
geG

(In generale ,
l'unione non edisgiuntal

Ciascun g.V e aperto ,perche la mappa lg : X -X
, lg(x) =g- x

e omeomorfismo e g .V = lg(VI , quindi aperto

Supponiamo g.Ung .V + 0
, g+g' gg -Veg: Vl+

=> Ungg.V +0 ma GGX e propriamente discontinua,

quindi g'g' = e = g =g'4
Quindi it(UI = Wg.V

get
· TIgV e omeomorfismo su (

MIg .V e continua e aperta
,perche restrizione ad un aperto di it, che econtinua

Mostro cheIgV e bigezione :

- iniettiva : siano1,Eg.V. Supponiamo /gv()=Igv(2)
Per definitione dit

,
TheG +.C

.

h.=

ngV = h. Ig.V)7hx = zEg.V
,
ma siccome i g .V sono disgiunti

ng = g =h= e ==2
= /gV iniettiva

- surgettiva : siccome U =/ = xeU JeV +
.
C

. X=(a)

Per definizione di itho che Ig. YI=() =Xge
Quindi g.* Eg.V e preimmagine dix perIgV Exe

QuindiTIgV e surgettiva.

esempio 1124 Sh gx/* e un'azione propriamente discontinua

Quindi it : SuSEPRIM) e rivestimento

esempio XAR per traslazione e un'azione propriamente discontinua

Quindi it : R >R/*S' e un rivestimento

Oss Se p e un rivestimento p : X -X/G con X-G propriamente discontinua

allora



Teorema

Def.

Sollevamenti di funzioni, cammini e omotopie

Idea : Sia p : E-X rivestimento. Vorremmo,data una funzione f : Y -X continua,

oftenere F : Y -E continua
,
in modo che il diagramma commuti

N

F...T Ep
A

Y f

Un sollevamento di F :YX continua per il rivestimento p: E - X

e una funzione continua J :YE t
.
C

. f = po

Sia P : E 1X un rivestimento, Y connesso ef:Y -X continua

Siano YoeY ,
Xo = flydeX .

SiaCE:ED"(N.

Allora esiste al pui un solleramento F :YEtc. Flys = Yo

Ovvero, se Fi
,
E sono sollevamenti di f t

.c .F(yo)=Ea(yol ,
allora F=E2

DIMOSTRAZIONE

Siano F
.
F : Y -E sollevamenti di f con F ,lyo =2(yo) =Yo Wis

Sia R= (yeY/(y) =Ely)) : R+ 0 perche yes I
Se r= Y

, segue la tesi

Mostriamo che e sia aperto sia chiuso in Y connesso. F
· Re aperto : sia yes , quindi F,(y)=(y) =Y

.

SiaX= p(x)

Poiche p e rivestimento
,

7U aperto ben rivestito con xel

Quindi D-UI = WWi
.
Wi aperto . Siccomeep-U)

itI

5) if I t.
C.Wio . Considero V= FT (Wil n F2(Wid aperto in Y

Chiaramente FCV
,
Fz(V) =Wise yet

privestimento => Pl inieltiva .
Sia zeV.

calcolo Pl.
(F

.
(z)) = f(z) = PlwioF(z) = F(z) = Fa(z) Vzel

=> Ver =R aperto

·Re chiuso : mostriamo che R'eaperto.

Sia yer' => F ,(y) + F2(y)
Siccome D(F ,1yl) = f(y) = P(Fz(y1) =:X

,
ovvero F ,(y) ,F(y) EP

+(N

Sia U aperto ben rivestito con xeU
.

Quindi p(UI = Wi
,
Wi aperto

itI

Se fosse F ,(y) , 52(y) stiamo in uno stesso Nio , Plaio e inieltiva

quindi Pw(F(yl) = X = PliFa(y) = Fi(y) =Fa(y)4
Quindi Fly)eWis ,

Fa(y)eWiz
,

in + is
,

maWinWiz= d

Sia V=(Wiln (Will
, aperto di Y

Per agni zeV
, Fi(z) eF2(z) sono in insiemi disgiunti Fi(z)+ Fr(z)

=>Verr aperto



Teorema: 
sollevamento 

di cammini

Sia D : E -X un rivastimento

Sia V : [0
,
17 -X un cammino, con Vol = Xo

Sia YoEE
,
con pla = Xo

Allora esiste un unico solleramento jdij ,
con j(d=Yo

.

DIMOSTRAZIONE

Siccome To ,1) e connesso, l'unicit segue dal teorema precedente

privestimentoXxeX e contenuto in un aperto ben rivestito

=> JU ricoprimento aperto diX in cui ogni Ue U e ben rivestito

=> U
+ (2) = (U+0) /UEU) e ricoprimento aperto di [0,

17

Siccome [0
, 1) e metrico compatto, esiste un numero di Lebesque di -(U)

overo 72x0 Fteto , 1) Bit
,
El =V perqualche Vep"(U)

Scelgo neI t
.
c. &I 2

tale palla e contenuta inVEU"(U)

e contiene tutto []
Quindi [E,=VER-(2) Vk=0, ...,

n-

=>UEUREM Fr=o,...,n+

e per definizione diI
,
Un e ben rivestito

IDEA : definisco Y su ciascun[
Inizio da [0,) : siccome UITO,/) =Uo ben rivestito = p-(Vol=Wi

,
Wi aperto

-

ro =X. EUo = 7/io t
.
c.oWi =: Wo

E· Too

Definisco to.)
= PoUlto

, in

~"Pl
Consideriamo [

,
) : Vale cheUlln])= U

,

D 111 - X
> Xo Do

con Un ben rivestitop-(Vil = Wi
.

Consideriamo=lio,isn

Sia l'unico Wi +
.
c

.

Fe
Definiamo It) = PinoUli]
Heriamol ragoonamento per tutti : [E ,)

,
k=0, ...

n+

Sicome CascumFl e continuo
,
it) formano un ricoprimento chiuso finito,

quindi fondamentale, e(*) =Y ,

i cammini si incollano a una funzione continua su to ,
17, che solleramento.

Notazione Dato p :E -X rivestimento
, U : [0 , 1) -X ex= p

+(U(a)

Chiamo Y l'unico solleramento di u cond =Y

esempio Se non fissoo
,

il solleramento non e unico

Sia P :R SI
, pl = eit e Ult =eit

Ma Jm(t) = t+m ,m : [0 , 1) - Re sono solleramenti di p ,Ame
-

-.

on
To

% - 1
-

·SI



Teorema: 
sollevamento 
di omotopie

Sia p : E -X rivestimento
.

Sia F : Y-X e sia F : Y . E solleramento di f.

Sia H : Yx[0 , 1) - X omotopia con H(
,
0)= f

Allora esiste un solleramento

# : YX50
, 1) E tc

.

#1
,
0=

DIMOSTRAZIONE

CostruiscoI
· Osservo che per yeY fissato

, H(y ,) e un cammino su X

Vy : [0
, 17 ·X

, Uy(t) =Hiyt
· Siccome P(F(y) = F(y)= Vyld ,

no che flylep-ryfall
·Per il teorema di esistenza di solleramenti di cammini

7!y : [0 , 1) - E solleramento di Vy ,
con Fyld=Fly

·Definisco # : YX50
,
1) ·X

,
Fl(y ,

H = Fy(t)
· Verifico che

(poF)(y ,
+) = p((y ,

+) = p(yy(t)) = Vy(t) = H(y ,
t)

· Mostro che # e continua : lo faccio mostrando che F(y0
,
HEYX10

,1)

esiste un intorno su cu larestrizione di# e continua

Punto1 H continua => Fteto
, 1) Jintorno aperto UtXVEG(yo ,

t) t
.
C.

Hi UzXVel e contenuto in un aperto ben rivestito.

Infatti
, sia z=Hlyo ,

EX
.

Sia Z aperto ben rivestito di z.

Quindi H'(z) e aperto di Yxto
,
1) contenente (yo ,

tl

=> JUtXVt aperto in H-(z1 contenente (yo ,t).

Quindi &UtXVz : tet0
, 174 e famiglia di aparti di YX50 , 13 t

. C.

1403x50 , 1) =UeXVe e H/UtXVel e un aperto ben rivestito.

UtiXVzi UxUti

S 3
D

2

in

Y Yo Yo Yo

Siccome [Yo4X10 ,
1) e compatto, esiste un sottoricoprimento finito

di 1903X50 , 13 : [UtXVti : = = 1, ...,Ry

Sia U= Uz : No ancora (Yoto ,1)UXti

Passo 2 IneIN : H(UX) e contenuto in un aperto ben rivestito Za
,
k= 0

....,n -

Infatti [Vti : i = 1
, ...,n) e ricoprimento di [o , 17 metrico e compatto

=> Fexo : Fteto, 1) Blt
,El Vei per qualche Uti

Sia neIt
. c.

Quindi [] =Vik, per qualcheVei

Quindi H(UX)) = HIUXVt) che e contenuto in un aperto ben rivestito Zu



Punto 3 Mostro che Flux = Smo Huxta con su continua

Infatti : Zu ben rivestito D
+ (zk) =

51Wj t
.
c. FyoEWj ,

che chiamo
Wi

Yy()Ep+ (zu) perche (yo,eUx[ ,
quindi Vy() = H(y,) ezm

Sia Su = Plan

=. Mostroche Fu facendo vedere che coincidono in agni
an

as a

Osservo che Fluxto
,
/ ,

d e /PoHuxto,/,
al sono entrambe continue (Y-El

e soddistano la proprieta di solleramento di Hluxto,) ( ,
d

=> sono entrambi solleramenti di Hluxto,] e

# luxton] (40
,
0= Fyod

, (PO Huxion])(yo ,
% = Pl(Vy(d) = Fyold

=> Isto assumendo O connessol perunicita del sollevamento,

le due funzione coincidono ("t= o" fissato

Fisso y : considero Hluxion]ly, e (POHluxiots)(y, (continue su El

Osservo che sono entrambi sollevamenti di Vy ,
che coincidono in t=o

Cho appena mostrato che pert=o le funzionicoincidono FyU)
Per unicit del sollevamento

Fluxton (y ,
+) = (PHluxio) (git)

Quindi Fluxtan) = PoHuxton
Perli funziona allo stesso modo :

· fisso t=,conclude che Fluxt (, = (PloHux,
· fisso yeU ,

concludo che coincidono in agnipunto.
Quindi Fluxt,] e continua

Quindi # econtinua se ristretta a un ricoprimento chiuso e
-

finito (quindiFondamentale => H continua se UXTo , 1)

Mostriamo ora che anche le omotopie di cammini si sollerano



Teorema

Corollario

Corollario

Sia D : E-X rivestimento

Sia H: To , 17 x50
,1)X omotopia di cammini

tra ((s) := H(s ,o e BIS) := H(s
,
1)

,
con X

,BERIX ,
No

,Mil

SiaEP"(ol

Allora esista una unica omotopia di cammini

# : 50 , 13 x50 , 17 - E con #(s ,
d=(s) ,

F(s
,
11=

.

(s)

DIMOSTRAZIONE

Homotopia. Per il teorema di sollevamento 71# : [0 , 1 x 50 ,
17 : E

t
.
c

.
F(s

,
d=g(s)

Mostro che # c omotopia di cammini :

· fisso S=0 : osservo che Flo
,
t e sollevamento di H10

,
t) = Cx

Ma anche C.
e sollevamento di Cxo

,
con C1d = Yo = #(0

,a

Per unicit
,
F(ot) = Clt)

· fisso S= 1 : osservo che #11 , El e sollevamento di H(1
,
t = Cx

Ma anche ClI) e sollevamento di CX ,
con

Ca(d=( =#(
,
d

Per unicit
,

H(1 ,
t) = Carol

Quindi# e omotopia di cammini

· fisso += 1 : osservo che Is
,
1) e sollevamento di H(s

,
1) = B(s),

con #10 ,
11 = Ya= B (9)

Per unicta
,

H(s
,
1) =Br(s)

Oss In particulare, abbiamo che(1) =51

Otteniamo due corollari.

Sia P: E i X rivestimento
.

Sia Y
. Ep-Nol

Allora l'omomorfismo Pa :. (E,
Yol >,(X

, Xo) einiettivo

DIMOSTRAZIONE

Sia T2]eKerPx
,
ovvero Px(t)) = [cxo]

Quindi povCX

Quindi 7H : [0, 17x50,17.X omotopia di cammini tra po e Cx

Per il teorema precedente
,
# : 50 , 1 x50 , 1) -Etra

-

= e Cot = CY
.

Quindi InC=[]= [C] = Emile,d

Quindi PX e iniettiva.

Oss Se X e semplicemente connesso
,

siccome P e iniettivo,

allora E e semplicemente connesso

S' non e semplicamente connesso

E un corollario del teorema di sollevamento. Lo vedremo in modo pi generale



Azione di monodromia

Teorema

Teorema

Sia P: E-X un rivestimento
,
xo ex

Definiamo un'azione destra di T(X ,Xol su P-(X) =: F

orrero FXT, (X ,X -F azione digruppo

La funzione FXTh(X
,
vol > F

(*, [9)) 1 1 F · [x] =M

e un'azione destra, chiamata azione di monodromia.

-

-.

Graficamente : P :R -Si * · [x]

⑧
&.
....

&

· si

DIMOSTRAZIONE

Mostro che e ben definita

Siano X
,BER(X , Xo

,Xo)
,
&NB = -H : [0 . 12 , X omotopia

di cammini trax e B.

Sia YEF. Per il teorema di sollevamento
, 7 # : [0 ,1)E

sollevamento di H trai e2, che e omotopia di cammini.

Quindi(1) = By(1), ovvero * [x] = Y . [B]

Mostriamo che e un'azione

· . Tcx) =(() = c() = Y feF
·Considero . ([x[B))= (1)

Maanchex sollevamento di XXB con punto iniziale y

Quindi . ([x[BS) =(*(1) = Ber(1)
Considero (. [x)) . [B) = (*(1) · [B) =B1)

Quindi la funzione definita e un'azione di gruppo.

Sia D:EiX rivestimento
,

X connesso per archi
,
F = P"No

III L'azione di monodromia e transitiva E connesso perarchi

(2) Stab() = Px(ie,1)

DIMOSTRAZIONE

Il (E) Mostro che Fro .eF 7 [x] : % [a] = Ye

Siccome E e Cpa ,
7 ne R(E

,
%,

Quindi P(f)ER(X ,
Xo

,
Xo) , percheo,EF

Osservo che y e solleramento di P(H +.c . Ho =Y
~

Quindio
. [P(VI) = VI = X.

1) Siano Y
,
YeE

,
SiaEF

sia V , cammino da Xi:= p() a X.

e Uz cammino da X2:=pl)a Xo



Corollario

Corollario

Teorema

Considero Fir
,
e Ja

N

Siano Y=E
,

) e ya =(1) : Osservo che j,F.
F

Siccome l'azione e transitiva
,

5[9) : j1. [x) = Y2 E
ovveroj,

(1) = Y2
Quindir,
** e un cammino daa

Quindi E e cpa

(2) [9] = Stab(E) Y . [x] =Y =(1) = Y

=> Ty] ettle ,
e) es [C] EPITIEIl

siccome Pry = x

Consequenze su ti(X
,
Xo

Se X connesso per archi ammette un rivestimento connesso

per archi e digrado 1
,

allora TT(X ,X) + Sel

DIMOSTRAZIONE

siccome il rivestimento hagrado = 7 Ep"())
Siccome El Cpa , 7 [x] e MelX ,vol :[C] = En

Quindi 7 [C] + [Cx)

5 e Ph(R) (con n21) non sono semplicementi connessi

CalcoliamoT , (S')

MISi = 2

DIMOSTRAZIONE

Sia p: R-S1
, plt =eit

Fissiamo 1ES'
.

Allora F = p- (1) = & (sottogruppo di R

Mostriamo che la mappa 4 : tilS'
,
1) > 2 e isomorfismo

[x) 1 > 0 .[)=()

· Y surgettivo : Recpa> azione di monodromia transitiva

=> F*eF F[x] +
. c

.

0 . [C] =*,ovvero F*eF J19] : Play = Y

· Piniettivo : Ker (4) = [[9] : 0 . [9] = 04 = Stab(o) = Px((,
Oll = Sel
-

· y e omomorfismo di gruppi : 4/[X) X [B)) = 0 . ([x]X[B]) = [xB.
(1)

Abbiamo gia osserrato,perunicit dei solleramenti
,
si ha

-

(Bl.( =1B=(1)
Definisco := 5+YolI .

Osservo che Bid =Bold +Foll =Foll

(pol(t) =eit = gisot).gi) =eit = (poso((t) = B(t)

Quindi s e l'unico sollevamento dis con 510 = To() : B=Bco
Quindia (1) = Boll) + Toll)

11 Il

↑ (IXJXIBS) P1IBJ1 + YITQJ)



Teorema di 
Brouwer

Corollario S'non e un retratto di

Idi nessun DJS
,
D semplicemente connesso)

DIMOSTRAZIONE

Se s'fosse retratto di R2
,
allora

: Fr(S'
,
1)(12

,
1) sarebbe iniettivo i

Utilizziamo il corollario per dimostrare il sequente teorema.

Sia F : D2 >D continua

Allora f ha un punto fisso (5xED2 : f(x) = x)

DIMOSTRAZIONE

supponiamo per assurdo f(x) + X KxeD

Costruiamo una retrazione da D2 a DD2 =s

Supponiamo D2 = ((X,y) : x+y= = 1)
·
f(x)

Sia rix) l'intersezione dell'unica (poiche f(x) +x) X
&

retta per X e f(x) con OD2 che e piil vicina a x r)

Quindi r : D2&D = S

Mostro r retrazione

·Osservo che r(x = X FxedD
· rcontinua : la retta trax e fix) e parametrizzata da

t1 f(x + t(x - f(x))

Quindi r(x) = f(X) + to(X-f(x) con to unica soluzione positiva
di 11f(x) + t(x-f(x)/) = 1 (eg .

di 2o grado in t)

La soluzione positiva to dipende con continuit dai coefficienti

Quindi r e retrazione it

Oss E' vero che St non e retratto di R2
,
An,

ma non si vede dalT



Teorema di Seifert-Van Kampen

Teorema di 
Seifert-Van 

Kampen

idea : strumento per calcolare/XI sapendo che
·X=AUB,con A.B aparti
· avendo informazioni su th(AnB)

Isotto l'ipotesiche tutto sia cpa)

esempio S2 oN

--

Os

e osservo che ArB = SYN
,S)nsi

Sia X= AuB, A e Baperti
.
Supponiamo che A

,Be AnB

siano connessi per archi. Siano

JA - Ac in

AnBa iX
JB Bc iB

Sia XoEAnB
.

Allora :

Cl /X
,Xol e generato da (a)x(t,/A ,

Xol) e (IB)(/B
,
voll

(2) Per ogni gruppo G con omomorfismi

&:(A
.XolG e UB : Tt(B

,
Xo) -G taliche

Rao(jalx = PBojbla 7! omomorfismo Q :Mi(X
,
Xol -E

con Pa = polia e &B= Y o lib)*

(ja)* >M+(A
,
Xol

&A

ThLAnB
,
Xo)

(a)
>

MixoG
(B)X

7

7JB)X >

Th(B
,
Xol PB

DIMOSTRAZIONE

(1) Sia [9] Ent , (X
,
x)

. Voglio mostrare che x e omotopo come cammino

alla giunzione di cammini chiusi su A eB.

X : [0 , 1) uX e 50 , 13 e metrico e compatto.

/A ,B) a rivestimento di X = /x-(A)
,
x-BIS e ricoprimento di 10

, 1)

7230 : FteTo, 1] alBlt
,
alleA o =B

Quindi per >E no che [(,)) = A o =B Xk=, ... in

Sia Xu : [0 ,
1) =X

, &x(t) = <(k-y+t)

A 23

*



Sia XK= Xk(1) .
Se XkEAnB Cpa = JBrERlAnB ,

Xa ,
No

SeXeAcpa= JBm-2R(A ,
X

,
Xol

.
SeXeBcpa= JBkER(B ,

XK
,
Nol

In particulare ciascun Br e contenuto in A o in B.

Sia U= Xi* B, e UK = Br ,
* &k* Bk k=2

,
-

,
n- 1

, Un = Br * Xn

Quindi VIER(X ,Xo
,
Xo) e per costruzione ciascun Ur e tutto contenuto in

A o in B . Quindi U I X
... XUn = & , XB.XBXX2* BzX ...

* In N &Xa*
... XXn =C

Quindi [x] = [r]X ...
* [Vn] e [Vi) = (AB)x([ris) con

(AB)x([r]) = ((a)x([()) se [U]E(A,N

(iB)x([V]) se [r] Entr(B ,
Xol

Quindi x e prodotto di classi in Kalx(T(A ,
Xa) e (iB)x(1lB

,
Xol

2 Mostro che 7!0:(X ,No G

UNICITA : Considero PlIXs) = G([r]X ...
* [Un)) con [Vi]Elia)(ite(A ,

Xo) o liBIx(TB
,
Xoll

& omo => P([x]) = p([r.]) .... . P(TVS) = PABIIV]) .... PABCIrn]) (x)

con PAB([V)) = [ParsI se [r]EteCA,Nd

&B([U]I se [rJEtte(B
,
Xo)

Quindi,se 4 esiste
,
e unica perche e definita da (M)

ESISTENZA: definisco Q([X]) = PAB(IN) .

...

. PAB([Un]) con VieM/A,Xo
,
Xo) o R(B

,
Xo

,Xol

Iposso sceglierlil taliche V .
X ... *Un = C. Dobbiamo verificare:

(il se VieM(AnB , Xo ,
Xo) = Pa(Tri]) = PB([Vi])

(ii) non dipende dalla scelta dei Vi

kil seu = P([x]) = P([BT)

(iv) l omomorfismo

IVI y fa commutare il diagramma
(il Sia GiER(AnB ,

Xo
,Xo)

,
[Vi] = (ja)x([ri]) = (JB)x([V :])

=> PACIViS) = (adja)x)([Vi]) = (430(jB(x)([ri]) = GB([Vi])

(i) Consideriamo due suddivisioni di X
,
x=XiX ... *Xn = XiX ... * Xn

Prendiamo il raffinamento :
o...

30..XX.. X. X . 1

o x XX
. 1

Quindi Ogni intervallo del raffinamento corresponde ad XII che e

contenuto in A o in B
.

Siccome il raffinamento e attento suddividendo

gli intervalli
,

basta mostrare che y non cambia se ne suddividiamo uno.

-
Sia E = x(E)

,
con Ee[tn

,
tr] dove Ck = XIttr

,
th+]

Definisco F = Bi * Xtr
.
Es ** con BER(X ,

F
,
xo),supponendo FEA

.

F2 = B* XITE
,
tu]

* Bry .
Osservo che :

↑F2 = Bu * XIter
,
ar

* 5 ***XIE
,tru]

* Buti
~

~ Br * ClitmEs * & /E
,tm]

* Br+i
~ Bi Xitm

,tum] * Br+
= Un

Quindi Pa(irns) = Pa)[])PA(TE])

Prima di suddividere : 41[x]1 = PABITU)) ... PABI[UnS

Dopo la suddivisione : P([x)) = PABI[V1]) ... YAB([UR-3) PABITE1]) CABIIES) -- - P([UnSI

Pa([Ur]]



Lil Siano XuBER(X ,
Xoxo)

.
Mostro P([a]) = P([BJ)

Sia H omotopia di cammini tra Xe B
,

To
,
132 e metrico ecompatto

=> 5
:H ,[ Inumero di Lebesgoe diCH"(A)

,
HLBIY

H di agni quadrato e contenuta
Co Co

in A o in B (n2 quadratini

B

Definisco S = H):,) Vk=o
, ,

n
,
So =X

,
Si = B ,

Siemind

Mostro a([Sel) = p(TS)) FR=0
,
-

,
n+

Yi St

cx. 3 3
Xi Sin

Poiche l'omotopia e a estremi fissi
,
i lati verticali sono costanti

percio SSE *C

--
SoSk

Inoltre nella partizione di S
,
Sche utilizzo per definite &,

posso inglobarex nel primo pezzetto di St e nell'ultimo di SE
Sia S sia St sono gia partizionati in pezzetti contenuti in

A o inB
,
e uso tale partizione per costruire i relativi camminif

Longiugendo ; punti diSSaXo tranite i B) e definite4.
Per passare dal cammino rosso Sex al cammino Verde*S,

uso k passaggi elementari,

che permettono di passare- be ba be ba b

daS a C*S con un passaggio deltipo
w S

M an az as Au As

Se per ciascuno diquesti passaggi il valore di l non cambia,ho finito

Il cammino rosso e della forma a. xzX ... XaiUXbit X... Xbn

Quello verde e aix ... *di+*WXbix
... Xbn

Ciascuno di questi pezzetti, opportunamente concatenati con is che li

congiungono a Xo, da luogo a un loop basato in X., sul quale devo valutare10 OB

Poche a
,...,di

,
bit, ...bn sono in comune al cammino rosso e aquello verde,

devo solo controllare che le cose vadano bene nelquadrato in cui

bi
i due cammini si differenziano 3

W a au

Ti
Per costruzione, questo quadrato va tutto in A o tutto in B tramite H.

Supponiamo, ad esempio, in A. Ma allora dixu e omotopo a estremi

fissi a WXbi
, per cu

,

X= aild= wid
, y= UK) = bill)

,
anche

B* * dixUxBy uByxwX bixBy

Applicando Pa a questi due loop ,ottengo gli stessivalori

dunque Plix1) =P([B])
(iv)

,
(v) seguono immediatamente dalla costruzione.



Prodotto libero

Corollario

Corollario

Sia X= AuB con A
,B ,

AnB aperti confessi per archi
,

XotAnB

Se A eB sono semplicemente connessi
,

allora

X e semplicemente connesso
.

DIMOSTRAZIONE

PerVan Kampen
,
I,/X,Xol e generato da (ax(ii(A,

xo) v (i) (i(B
,
Xol = yes

She semplicemente connesso per n32

DIMOSTRAZIONE

A=ShYN)
,
B= Sr - /5)

Allora A
,
B sono omeomorfi a Rh

, dunque sono semplicemente connesse.

ArBER"At . 4,che e connesso per archi per n32

Per n= 1
,
S'non e semplicemente connesso.

Nella dimostrazione A eB rimangono semplicemente connessi,

ma ArB non e connesso perarchi

Siamo G
,
H gruppi.

Il prodotto libero di E e H e un gruppo K con omomorfismi

Iz : G K
, in : H iK+

.c
., per ogni coppia di omomorfismi

Qz : GZ ,H : H -z
,

71 omomorfismo :z +c. Poi =P,o=H

PE
G Iz

Kz
H H

PH

L'unicit,a meno di isomorfismo, di un taleK si puo dimostrare

utilizzando la proprieta universale.

L'esistenza ci obbliga a costruire K.

K sara il gruppo delle parolecon alfabato H

Pi formalmente
,
sia P l'insieme delle liste finite ordinate

di elementidi GVH
,
inclusa la lista ruota.

Un elemento (9. ,92 ,
h1

,93)di P sara' indicato come stringa ,
ciol gigzh,g3

Pe un monoide associativo con l'operazione di giustapposizione
E un monoida con identita,datada

Su P consideriamo la relazione di equivalenza generata da Cciol la pii piccola
che contiene) le seguenti relazioni :

In) per ogni coppia di stringhe war'
,
whe'nurlar' our

(2) se w
,
w' sono stringhe eg.gaff , Wagzw'v ugu' done g=g.92 inG

Analogo per H



L'operazione su p passa al quaziente su p =P

Ora P e effettivamente un gruppo : associativita,elemento neutro vengono
creditatidaP

,
mentre l'inverso di una stringa si ottiene invertendo l'ordine

dei suoi elementi e prendendo l'inverso moltiplicativo di ciascuno di essi

Ogni elemento tu]e ha un rappresentanteunicol preferito, detto "forma ridotta."

e l'unico rappresentante in cui non compaiono simboli consecutivi entrambi in G

o entrambi in H
,

ne compaiono 1 o 1H.
La forma ridotta dell'identit di GXH=P 0.

Inoltre abbiamo anche gli orri omomorfismi

iz :GGH IH : H > GXH

g) -j hi >A

D'ora in poi
,
con un abuso, indicheremo con u anche la classe

in P= GXH di una parola wep

E' anche facile verificare che questo gruppo verifica la proprieta universale
PE

G iz S

&&GxH = K
-

H H

PH

Dati omomorfismi Uz ,4H ,

definisco a Ponendo

&Ig.higahz ... Gahn) = PalgePH(h1) ... Pa(gn)4H(hn)
dove gihi ... grhn e una parola ridotta in ExH

Analogo per parole che cominciano con caratteri in Ho finiscono con caratteri

in G lo entrambil
,

mentre410) = 1k

E' chiaro che y e omomorfismo

Il fatto che y estenda Pa e CH e conseguenza diretta della definizione :

Go(z(g) = ((g) = G2(g)
Notiamo che is

,
in sono iniettive e che iz(a) e in (H) generano GXH

per cui y e unica

Vediamo che effettivamente esiste un unico gruppo a meno di isomorfismo

che verifica la proprieta universale,per cu GXH ha diritto

di chiamarsi I prodotto libero.

Siano infatti 17
, 12 : G Z

,
4 : HvZ)

,
IZ

,
i :GZ

,
i : H -z'l due prodotti liberi .

L'idea e di usare z come prodotto libero ez'come gruppo test
,
it

Viceversa e oftenere due omomorfismi zizziz

che saranno (per unicital inversi uno dell'altro.

Poiche z e un prodotto libero

i

G ,Yo

I



Corollario

Teorema

Analogamente , poiche z'e un prodotto libero

Iz
G

izz' Ez 714 : Z Z c
. Poli

, poin
H it

IH
Per costruzione

, popoiz=Noiz = ia

e analogamente popoch=H = in

Pertanto l'omomorfismo Nol : z-z e l'identita Id : Ziz

fanno entrambi commutare questo diagramma
Iz

G iz
>

Id S

-7 pou"Z Per unicta
,
No4 =Idz

H H

H

Analogamente , 404= Idzi
,
da cui latesi.

In particulare ZeZ

FATTI : 11) GX14 = G

12 GH = HXG

(3) (Gn*G2)XGgE Gi * (G2*G3]

(4) Se 27414
,
H + 114

,
GXH non e abeliano

Infatti
,

se ge1ah , heh-n) , ghthg in GxH

Sia X= AuB con A
,
B aperti connessi per archi

e ArB e semplicamente connesso.

Allorat.(X)ET(A) *(B)

DIMOSTRAZIONE

siamo nelle ipotesidiVan Kampen, con diagramma
(ja)x

-
+(A)

Lia)*
PA

>

MlAnB) =114 H(X)- G
-

(B)x > +(B) (B)*

OBPoiche(AB) =14, la richiesta

&BO(JB)x = Paojax e sempre verificata
.

Percio, in questo caso, la tesi del teorema di Van Kampen,

e una riformulazione del fatto M,(X) = ,(A),(B)

Sia X = S'v
...

vS' il bouquet dil copie di SI

Allorat ,(x)=

Vedremo tra poco cheX ...* X = Fr gruppo libero di rango k



Il gruppo libero

Presentazioni di gruppi

Corollario

DIMOSTRAZIONE

Si poo fare per induzione suk

· k=1 = X= S
,
mr(X) =2

· passo induttivo : Sia X il bouquet di (k+ 1) S' :

Vorrei prendere A= unione di karconferenze
,
B= k+1 circonferenza

Pero questi A e B non sono aperti
Prendo allora un piccolo intorno A di A e un piccolo intorno B' diB

in modo che A si retragga per deformazione su A
,
B'suB e ArB' su AlB

Dunque AnB'
,
retraendosi per deformazione aun punto,e semplicemente connesso e

#,(x) =,(A')x(B) =(A) x + , (B)= XX
...

XXX]
-

↳volte

#14k puntis) E Fr

DIMOSTRAZIONE

Mk puntis si retrae per deformazione su S'v
...

vSI

Sia S un alfabeto (insieme di simboli

Il gruppo libero su S
,
che si denota con FIS) e il gruppo delle parole

ridotte nei simboli di s e nelle loro potenze formali
,
con il prodotto

gia descritto nel caso del prodotto libero di gruppi.

Pud essere visto come quaziente della parole non ridotte

Per definizione, l isomortoa
se Sensible , FIS) Gi con Gi =sitEX

Anche il gruppo libero ammette una descrizione tramite proprieta universale :

data una qualsiasi funzione f:S IG
,

dove G e un gruppo,

7! 9 : F(S) - Gomomorfismo t
.
c. P(s) =f(s) AseS

Ilo si puo dimostrare o usado che FIS)=Es
,
Es=>E e usado quanto

visto per i prodotti liberi, o direttamental

Una presentazione di un gruppo G e la scelta di un insieme S ("generatori"

eun sottoinsieme R= F(S) ("relazioni") tali che

GEFIS)RV2

doveRI e il pil piccolo sottogruppo normale di FCS) che contieneR

Iben definito perche intersezione di tutti i sottogruppi normali che contengono RI

NOTAZIONE G= LSIR

esempio G= <a
,blabab

G = (a
,b/a-b3

,
aba-



Proposizione Sia G=SIR),esia fis H una funzione t
.
c.

Frelazione w=si -.si ER siha f(si)" --- Elsin = 1H

Allora 7! omomorfismo D : G >H t
.2 . Plis]) = f(s) Uses

DIMOSTRAZIONE

Per la proprieta universale delprodotto libero,

7.U : F(S) -H +.c . 4(s) =f(s) UseS

Voglio vedere che l'ipotesi consente a y di passare al quoziente su G.

Per i I teorema di omomorfismo,basta vedere che 4 si annulla suR

Perd l'ipotesi assicura che 4 si annulla su R
, percio RKer 4, da cui

R= Ker y in quanto Kery <F(G).

Per costruzione, la mappa indotta : G > H Verifica P([S7) =y(s) =f(s)

L'unicit segue dal fatto che S genera F(S) e dunque (ts) , Sess genera E.

In generale ,
"determinare le proprieta , di G a partire da una sua

presentazione G =SIR> e difficile
.

I) Come descrivereRF(s) ?

Una parola WeFis) appartiene aR se e solo se Frelazioni Vi ,
- ,ikER ,

keIN

e parole Wi
,
-

,
WKEF(s) +.C.

in

fiswiw = (x)

Infatti, e chiaro che se u ha tale forma
,
allora weR.

Inoltre
,
l'insieme delle parole della forma (A) do un sottogruppo normale

ce contiene R
, percuiR /parole del tipo (M3, e quindi

R = Eparole del tipo (MI

(2) (Problema della parolal Data weF(S)
,

esiste un algoritmo che

decide se weR ? O
,
in maniera equivalente ,

se [us = 12 ?

In generale ,
No. (Anche nel caso di presentazioni finite

,
cioe

IRK+ &
,
ISK +8) : un problema che

,
ad esempio,

non esiste un bound apriori
su l in funzione della lunghezzadi u nella formula (*).

(3) (Problema dell'isomorfismo Se G= (SIR>, esiste un algoritmo che decide se G = 114 ?

In generale ,

No.

esempio (1) G = (a
,blabab

Dimostriamo cheGe

Porche aba-b-ER
,

labab") = 1a
,

cioe lab) = [baj in G
,

cioe [a] [b) = [b) [a]. Peiche [a)
,
[b] generano G

,
G e abeliano.

Per dimostrare che GEX2
,
sia f : (a ,b) - con

flal =(1 ,
01

,
f(bl = (0

,
1). Per capire se f induce un omomorfismo

Y : FIS)R -22
,

devo vedere se f"rispetta le relazioni,, cioe

in questo caso flal f(b) flal"f(b)" = 1 = 0 E FR
,
cioe

11
,
0) + 10

,
11-11

,0-10
,
1) = 10

,
0

, che vero



Prodotto amalgamato

Dunque 7 omomorfismo P : G 1 &
2

+.c
. Plas)= (1

,
0)

,
Qib)) =10

,
1)

y e chiaramente surgettivolasua immagine contiene dei generatori di4)

Per vedere che y e iniettivo, osserviamo che
, poiche G e abeliano, ogni

elemento di G e della forma Taj*[bJ"
,
mine

Dunque se g= taym[bjre Kera ,
allora

0 =p(g) = p(ta])m = q([b))" = (m
,d + (0

,
n) = (m ,

n) = m = n =0

+ di => g= [ajo (b) = 1G

12) G = La
,bla3 = b > non e abeliano

cosa vuol dire a =ba ? Formalmente
,meglio scrivere G = ca

,
blasb

Infalli
,
sia F : (a ,b) = 1132 **/22 = 41

.
4

,
x2 * 41

, B) , flal = X
, fibl = B

F rispetta la relazione
, perche flalf(b)-=B2 = 1 . 1 = 1 in 1132 * 1/22

Dunque JQ : G > 1/32 * [12X omomorfismo tale che P([a]) = X
, 4(1b1) = B.

Poiche XB + BX Igia'visto) , 4([a][b1) + Plibtal) => [a][b] + [bTla)

Attenzione : usare sempre ,
se possibile

,
omomorfismi costructi con la proprieta

universale, e cercare di evitare l'uso della definizione : nell'ultimo esempio,

dimostrare che [a][b] + [b/ta] mostrando che aba-b" non e della forma

Witwi dore rij = a
*

o ri =b+
e wj sono parole in a eb,

puo essere molto difficile.

Siano dati gruppi H
, Gi

,
G2 con omomorfismi je : H-G1

, ja : H-E2
.

Il prodotto amalgamato di G, e Ez lungo H (sarebbe meglio dire lungo j,ja)

e il dato di un gruppo z e omomorfismi in : G . -Z
,
is : G2-Z tali che

inoj1 = 120j2 e Acoppiadi omomorfismi 1 : Ge -K
, 42 : G2-K

tali che Coje = 120 7! Omomorfismo p : Z-K tale che

Goin = De Poiz =D2

Or
je - Gr is

H izi
jaGz iz

P2



Corollario

Teorema Il prodotto amalgamato Zappena descritto,che si indica

con abuso G, XEa labuso poiche si omettono je , ja)
esiste ed l unico a meno di isomorfismo.

DIMOSTRAZIONE

L'unicit a meno di isomorfismo si dimostra con la proprieta
Universale esattamente come nel prodotto libero.

Per l'esistenza
,
costruiamo Z= G . XHE2 come segue :

Z=
Gr *Gz

R
dove R= 4 je(h) jah)"IhEHS

Il fatto che ioji-izoja seguedal fatto che abbiamo imposto
[ji(h)] = [j2(h)] in z Thett

,
dove definiamo

in : G > 2
,qt[g] e i2: G2-Z

, gt[g]
in : Gr > GrXz >

Gr *G2
R

= z e lo stesso is
↑ ↑

inclusione Proiezione
standard standard

Inoltre per la proprieta universale del prodotto libero

Zomomorfismo Y : GiXG2 -K che estende de eca

Poiche 0. 01 = 4202 ,heft abbiamo P.(j(h)) = Da (ja(h)) da cui

↑(ji(h)) = Plja(h) e Plihjah") = 1k . Dunque y si annulla su R e percio suR

e passa percio al quaziente definendo p :
GiXG2
RK

Per costruzione 40 % = 4, e Poi = 12 .

Infine l'unicit di l segue
dal fatto che GixER e generato dalle classi degli elementi diG,

classi sulle quali l e determinato da D, e Or

FATTO Con la notazione del teorema
,

se H = <S>

e R = /ji(s)ja(s)" IseS)
,
alloraR =Ra

Con le notazioni precedenti
,

se Gr =SilRit ,
Gz =SalRa,

H = <S> con Si1Sz = 0
,
allora

Gr * HGz = <SiUSalRiURzURs
,

dove

R= /wilswalst"
,
seSh

,
dove Wils e una parola in F(Si

che rappresenta jils) e wals) e una parola in F(S2) che

rappresenta ja(s).

DIMOSTRAZIONE

Segue dalla descrizione GiXGz = GeXGzRL]

dove R = ( jils)ja(s)+ ,
sesh



Gruppo fondamentale del toro

Il toro a T-S'Xs1 e sappiamo che tilXXY
,
Co

,Yoll ETt(XixdXie)Y ,Yo)
,

percio MIT) = &XX = * I
.

Vediamolo anche in un altro modo.

Ricordiamo che >

T== S

- *
>

Calcoliamo1(TI con Van Kampen . Sia D = -1 , 172 il quadrato di partenza e

Sia T : D -Pv = T la proiezione al quaziente. Siano A= (1
,
1) x 71

,
11 ED aperto

saturo e A-TCAI ET
,
B = D'10 ,04 che e un aperto saturo

,
B' =(B)T.

Si vede facilmente che AEA
,

ArBeAnt' (la proiezioneit sirestringea un omeo

sull'immagine su A
,
e percio su ArB) : TA : A -A e continua e bigettiva e tutti

gli aperti di A sono saturi, per cu e anche aperta. Dunque A'A e semplicemente connesso.

Art = Arb= (4 ,
14 x71, 1410 ,04 *Si Jav

-
da cui T. (A'nBi =

Ricordo che B = D1/10,01 si retrae per deformazione su dD

Questa retrazione per deformazione passa al quoziente
,
dando una

retrazione per deformazione diB'sOD) =-
Parcio T(B') = XXI

.

Poiche B'ecpa come nelle ipotesidiVan Kampen e ho il diagramma

(JA)x -Mn(A) = 314

TIA'nBil = [ YM(T)

(JBIX > M(B) = 2x2

Lja)x l'omomorfismo banale, mentre devo capire chi e

(JBi : M r LA'nBll >MLBI)

↳ - (x2 = (a
,
b)

a
>

& & genera ItilA'nBi)
,
Xu aba"b" in B'

, percio il

ba · ab risultato e

a
Me(T) =

( **) x414

Bilyh(
=babb

=



Thi di superfici

Ig = superficia orientato di genere

=ben
g=0 = 2 = 5

g= 1 = 21 = Sxs

Per calcolarne ilt,, ragioniamo come per il toro,
,
realizzando Eg come quaziente

di un 49-agono
a

-1

agn

...a Se g ,
riotteniamo b

a

~ b

by
v

agr
Per capire chi e il risultato del quaziente ,

si taglia il 49-agono

lungo le diagonali uscenti dal punto iniziale di a, con punti finali ogni 4 lati

...ba
rbz

· &2 naz
- suddiviso ingpoligoni

&
~ bit

ag ga

bMAg

Vediamo che cos'e il quaziente di questi poligoni

~ bi
X 1

X Vai 3 bil
ai

ab
,

toro a cui e stato

a be ar
a

· I tolto un disco

Stessa cosa per

ag a ·ag b

Per i poligoni centrali
,

si ha

an rbn
bir

rak
· -

Xa
* *

Xn- -
-

So gia che tutti i vertici del 49-agono
sono identificati tra loro

Ilo si puo vedere anche prima di tagliare lungo le diagonali



Teorema

Ora riassemblo i pezzi riatlaccandoli lungo gli Xi

n
& did

X2

D
V

↳&
Sia ora

Tg = <an
,
be

, ..., ag ,bg/ [an , be] .
. . .

· Tag ,bg]L

m([g)ENg

DIMOSTRAZIONE

La dimostrazione e identica a quelladel toro

Se D e il 49-agono ent : D-Dv = Ig
Siano A= DidD

,
B= D04, dove o e un punto della parte internadiD

A = π(A)
,

B' =(B)
.

Come per il toro
,

AEA che e contraibile
, per cui .(A) = (14.

Inoltre B si retrae per deformazione su dD e B' si retrae per

deformazione su(dD) ; poiche/OD) eil bouquet di 29copie di si

Ile immagini degli ai e dei bil ,,(B) = Mi((dDI) = F(la,, bi,
, ...,ag ,bgh) = Fzg

gruppo libero su 29 generatori.
A rB' = ArB = S'

,
il cuiiti e X

Applicando Van Kampen , ottengo

2ja)x-ThelA = 193
Ijalx e la mappa banale

TlA'nBl=

(JB)x > +(B1) = Fzg

Dove viene mandato un generatore di M, (A'nB') tramite (JBIx?
-

:
-

generatore di MilA'nB'),che e omotopo in B'

all'immagine di DD percorso in senso antiorario,

Che in it,(B) rappresenta a,braib" ... agbagbi
Da qui,

, segue la tesi



Teorema

Proposizione

Def.

Vediamo Ora TgTgi Eg= g', cosi possiamo
concludere che Eggg=gi (risultato non banale

Sia G un gruppo.

Il rangodi G e il minimo numero di generatori di G

E chiaramente un invariante di isomorfismo

Sia Frl gruppo libero su k generatori.
AlloraVk/Fr) =k

DIMOSTRAZIONE

Ovviamente Fu e generato da l elementi
, per cui rk(Fr) =k

Per vedere che servono davvero almeno l generatori ,
osserviamo che

esiste un omomorfismo surgettivo Fr - *k

Basta mandare i l simboli dell'alfabeto di Fr sui k vettori

della base canonica diA
,
che generano

Poiche un omomorfismo surgettivo porta generatori in generatori,
rk(Fr>> rk)[k)

La tesi segue dal fatto che rk)*) k (in effetti e uguales ,
in

quanto ,
se vi

,
-

,Um generano
"

, Spann( ,
-

,
Um) =R

per cui Mr, k (algebra lineare).

Fatto interessante : e falsissimo che
,
se HG

,
rk(H)<rk(E)

(vero per gruppi abeliani

Ad esempio ,
E2 contiene sottogruppi isomorfia Fr UkeIN

Ik parole "prese acaso" tipicamente generano un gruppo libero di rangok)

rk)[g) = 29
In particulare IgElgi>g=g

DIMOSTRAZIONE

simile a quella del gruppo libero.

Per definizione
, rk/1g) =29 Cha una presentazione con zggeneratoril

Inoltre esiste un omomorfismo surgettivo @ : Ig < 729

Ibasta mandare gli a: ebi nellabase comonica di 79,e osservare

che
,
poiche 729 e abeliano,la relazione (as

,
b1) - -- [ag .bg)

viene sicuramente mandataa zero

Dunque rk([g) = rk)[29) 29



Teorema

Mi degli spazi proiettivi complessi

#,(Pr(()) = 31h

DIMOSTRAZIONE

Per induzione sun

Se nzo
,

PoC = /x) e un punto, che e semplicemente connesso.

Supponiamo Ora "(K) semplicemente connesso e studiamo

Pr+ (1) con Van Kampen.

Sia A= Uo = 4 [zo :...: zn]/zo +04

Sappiamo che A e aperto e AEK ER2

che e semplicemente connesso

Come B pango B= Pr* (C) 1411 : 0 :...: 034 cosi che

Bsia aperto e AuB = Pr* (D)

Devo vedere che ArB e Cpa ,
cheB e cpa e chi et, (B).

ArB eKh+ -110 , ...,all Itramite l'omeo Ach, i punto
[1 : 0 :...:0] va in 10

,
-

,
0)),

che l chiaramente cpa.

Vediamo ora che l'iperpiano Ho=/[zo : z1 : ...: zn+ ]/zo=d) a on

retratto per deformazione di B

Pongo & (KM+2
· Span <(1

,
0

, -101> /X50
,
1] 1 Ch+2

,Spanal
,
0

,
-

,
d>

((z0
,
Ze

,
-

,
En+D ,

t) I - Itzo
, zn

,
-

,
Zn+]

K e ben definita perche ,
se (20

, - ,EntSpan <1
,
0

,
-

,
02

- zito con is 1
, per cui anche (tzo

,
z1

,
-

,
En+]Span <1

,
0

,
-

,
03

Inoltre FX+O K(Xv
,

+) = X K(v
,
7) Foe Ch+2

,Span (1
,
0

,
-

,
01

,
FtEto

, 17

Dunque K passa al quaziente ,
definendo

R : BXTO ,1B
,

che e una retrazione per deformazionedi B

se Ho
,
in quanto per costruzione/P ,deto XpeB

#Ip ,
11 = p XpeB ,

Rip ,t) = p FpeHo .Fteto ,
1)

Osserviamo ora che Ho Pr(C),per cui e cpa

e per hp .
induttiva e semplicemente confesso, dunque

Pr(C) si esprime come unione di due aperti semplicemente
connessi con intersezione cpa

,
dunque semplicemente connesso



Corollario

Teorema

Rivestimento universale

Def. P :EX e un rivestimento universale se

e un rivestimento e E e semplicemente connesso

Cin particolare ,
E e opa)

esempio (1) P : R 1S1
,

p(t) = eit
(2) p : Sh -Pry)

,
n32

Sia P : E >X un rivestimento universale

esia F =P-(Xo) una fibra dip. Allora

IFl = deg p = (t, (X
,Xo))

DIMOSTRAZIONE

FissiamoEF
,
sia U :M(

,Xo) -F
, y(t))=. [d] (monodromial

Vediamo che y e bigettiva.
Poiche E e cpa ,

l'azione di monodromia e transitiva,

per cui Y e surgettiva.
Per vedere chey iniettiva

,
supponiamo N([x)) = P(EB)),

allorao
· [x] = Yo . [B] => . [x] · [B]" =Yo

=> [C] . [p]"EStab(o) = Px (e(E ,Xol) = M,<X
,
vol

-

4)

Runque [x] . [B)" = (1) e [a) = [B]

se n = 0

<PRI =(en
sen32

DIMOSTRAZIONE

· n =0 = Po(R) =(*)
· n= 1 = Piest
· n22 = PMLR) e rivestito da Sh con un rivestimento universale

di grado 2
, per cui (T)"(IRI) =2

Runque (Pr(R)E1/24



Teorema

Supponiamo che X ammetta un rivestimento universale p: E =X

Allora FxEX JU intorno aperto di x ben rivestito +.c
. p(v) = LIV

itI

Fissiamo Vi. a caso,e sia S: U -Vis l'inversa continua di PN:Vio

Posso considerare s anche a valori in E
,
S : U-E.

Per costruzione i :U-X si fattorizza come i=pos .

Donque, se ix : MLU
,
X attlX ,X ,

sina ix = PROSx .

Ma poiche E e semplicemente connesso
, Px e Sx sono gli omomorfismi

banali, dunque lo lanche ix

Dunque se X ammette un rivestimento universale
,
allora

XxeX JUintorno di x t
.c .

la mappa IX : HU
,
X) -Hi

indotta dall'inclusione e banale.

Questa condizione si esprime dicendo che X e semilocalmente semplicemente connesso

X ammette un rivestimento universale se e solo se

e semilocalmente semplicemente connesso

DIMOSTRAZIONE

#) appena fatta

El costruzione esplicita di E come "spazio dicammini"

llunga ,
la omettiamo

esempio Spazio non semilocalmente semplicemente connesso :

gli orecchini hawaianic

= arconferenza di centro (no e raggio

esorc. FUintorno di 10 ,
0

,
la mappa

MilU
,
10

,01 >TX
,
lo

,
a) indotta dall'inclusione non ebanale

Per vedere l'unicita del rivestimento universale, mostriamo innanzitutto

il seguente fondamentale teorema, che estende alcuni teoremi gia visti sui sollevamenti



Teorema Sia p : E-X un rivestimento,e sia f :Y -X una mappa continua ,

Y Cpa.

sianooE
,
XoEX

, yoEY ponti tali che DCKo) =No
, flyo =No

Allora 75 : Y -Et
.
c

. po = f , Flyol =Yo se e solo se

fx(i) Y
,yoll = PxCTiCE, Foll IEQuando tale J esiste

,

e unica
v

P

youY g'X 5

DIMOSTRAZIONE

#) facile : se po =f
,
allora Pxox =Ex

=> Im fx = Im PX
N

El Costruisco f : FyeY scelgo un cammino UyER(Y , yo ,g)
Il cammino fory connette X= flys) a fix in X

-

Na prendoil sollevamento forys in E apartireda o

e pongo F(y) = fory()
Il passaggio chiave e mostrare che j e ben definita

,
cioe

non dipende dalla scelta del cammino by.
Sia VijeR(Y

, Yo ,y) un altro cammino

ri f
· Firy

Per costruzione
,
il cammino (fory)* (forg)

definisce un elemento di Fx(ti(Y
,yol (e Ex [Vexrg")

Per ipotesi Ex(ti(Y
,yo) = Px(ti(E ,

Foll = Stab(*) (monodromial

Dunque (foUy) X/for) si solleva a un cammino chiuso

in E che parte e arriva in %. Ma questo significa
~ ~

che forys e forge hanno lo stesso punto finale,
che da la buona definizione di F.

A questo puntolovrio che pos = f e F(yd =To (con V =C)

La continuita di f segue (in maniera tecnica) da quella di f

e dalla naturalita della costruzionedif



Proposizione

Proposizione

Automorfismi di rivestimento

Def. Fissiamo uno spazio X e siano Pi : El >X
, P2 : E2X due rivestimenti.

Un morfismo tra pie Pr e una mappa continua Er
&

- Ez
&

D : E >Ez t
.
c

. Prod = Pr Psy =

Pr

& e un isomorfismo se 74 : EzE, morfismo di rivestimento

Con doc--Ide e Pop-Ide

O si chiama automorfismo se (E1
,
Pil =(Ezipa) e l e un isomorfismo.

In tal casoqe Aut(p)
,
dove P=Pr= Pa

la volte si scrive -Aut(E) quando lamappa e orrial

esempio piR ,S' pl = earit

Ogni traslazione intera On :R -R
, Qn(t) =Eth e un automorfismo di p

(vedremo che sono tutti e soli gli automorfismidip , Aut(pl=X)

Sia P : E-X rivestimento connesso,

e siano X.EX e F = P+(*). Allora

(1) Aut(p) agisce su F la sinistral

(2) L'azione di Aut(p) e quella di monodromia commutano,

cioe FaeAut(p)
,
Yet.(X ,

Xol
,
Vef

P(%. C = 4(8) . &

DIMOSTRAZIONE

() ovrio : SeeF
, plaol-plo= Xo

,
dunque pol ef

(2) sia y un rappresentante di C
.

AlloraPo e un

cammino continuo che solleva y (in quanto po(4) = (P04) =Po=
a partire da P(0)) = P(%)

Dunque , per unicit dei sollevamenti
, Do =Yan , per mui

por(1) = Fai (1)
.

Ma questo vool dire che

P%-a) = Q)- X

Sia D : E -X rivestimento connesso.

Allora Aut(p) agisce in maniera propriamente
discontinua su E

.

In particolare ,
l'azione e libera

DIMOSTRAZIONE

SiaEE. Per definizione di rivastimento, JU intorno dip()
ben rivestito

,
con p-(0)= E i

,
con PlV:Vi -U omeo,Vi aperto.

Sia is t
.c

.
Yoko. Per concludere

,

basta vedere che
,
se GeAut(p),

e alVionKoO
,
allora C= Ide

Sia zeVidaVio
.

Allora &"(z)EVi e poq"(z) = p(z) .

Ma z
,4"(z) EVio e pivio e inviettiva, per cui z=-(2).

OraO
,
Essendo deAut(p), e un sollevamento di p

Dunque C'e Ide sono due sollevamenti di p che coincidono in z.

Por unicit dei sollevamenti
, - = Ide

,
dacuiC= Ide



Teorema

Proposizione

Def.

Sia G un gruppo che agisce in maniera propriamente
discontinua su E,e sia D : E-Ezla proiezione

Allorap e rivastimento e Aut(p) =G

DIMOSTRAZIONE

E arrio che G =Aut(p) ,
in quanto FgzG ,FREE plgl=p() ,

cioe pog =P

Viceversa
,
sia ufAut(p) .

Scelto YEE
, poli) = P(M),

per cui JgEG con G(X) = g(x).
Ora

,gia sappiamo che geAutep) , per cui QogEAut(P)
e U+ (g(XI) =*. Poiche l'azione di Autpl e libera,

segue -'og= Id
,

cioe p=g e PEG

Tutti i rivestimenti visti finora sono della forma E-EG
o equivalentemente E-EAutR)

Ma non tutti i rivestimenti provengono da azioni di gruppo.

D'ora in poi tutti i rivestimenti saranno connessi per archi

Un rivestimento si dice regolare lo normale o di Galois

se ExeX Autp) agisce transitivamente sulla fibra F=P
-
(x)

Sep : E-EG, con G gruppo ,
allora Autpl=G

agisce transitivamente sulle fibre per definizione, per cui e regolare.
Viceversa

,
se p e regolare,per definizione X= EAutR

Sia p :EX rivestimento
,
sia XoEX

,
F=P

+(d)

Allora sono fatti equivalenti :

(1) Px(tie ,For =Px(tilE,)) F ,YeF

2) PACTICE TX,ef

(3) Autpl agisce transitivamente su F

DIMOSTRAZIONE

Il (2) segue dal fatto che Px(iLE ,
XI) = Stab()

per l'azionedimonodromia e che
,
alvariaredi:EF,

i sottogruppi Stabil sono tutti e soli i comigati di Stab(*)

(segue dal fatto che F e un'orbita della monodromia,

perche E e connesso per archi e percio l'azione e transitival



Corollario

Lemma

(1)(3) Dati E,EF
, considero il diagramma

IE,i)

-
P

(E
,Fol p"(X,xd

Per il teorema di sollevamento, 74 che fa commutare

il diagrammaPle,ol =Patie,ill,
,

che vale

per (1). Dunque tale 4 fa commutare il diagramma
e 4)= %

.
Tale Q e l'elemento di Aut(pl cercato

Le invertibile perche posso scambiare en

(3) =(1) Dati ,EF
, poiche qeAut(p) con al=,

siha pou= p = Px - 4x = PX

=> Px(ti)E ,Foll = PxltilE , ES)

Utilizzando"
,

si trova l'inclusione opposta

Sia p : E iX rivastimento connesso.

SeJe +
.
c

. Px(tile ,
Foll =,(X

,
proll e normale ,

allora Vice Px(tile ,
El EttiX

,
pril e normale

DIMOSTRAZIONE

segue facilmente dalla forma esplicita dell'isomorfismo
Th : Tree) stre, l conVerce,

Si ha infatti il diagramma commutativo

Mee,)a stelE
,
Yol

~
PX (POP) ~

PX

IX
,P(I)s Th(X

,PCo))

Sia p :E >X rivestimento.
Sono fatti equivalenti
I7EE Px(tilE ,

Foll &it ,<X
,
proll

R Vice Peltie,lotiX
,
prell

(3) JxEX Aut(pl agisce transitivamente su p-exo

() XxEX Aut(pl agisce transitivamente su p-xo



Teorema

Fatti seri rivestimenti che discendono (quasi) immediatamente :

1
. UNICITA' del rivestimento universale a meno di isomorfismo :

se Ei
,
El sono due rivestimenti universali diX

, poiche Ez

IPa (TelEel = 414 (E,
e semplicemente connesso

, =
Di si sollera : 70 :ElEz t

.c
. Prod =P..

Analogamente 74:E2E, t .
C

. P.o4 =Pr

e posso anche chiedere ↑(p(ol)=Yo dopo aver fissatoEE, a caso.

Ora DoNe Nod "sollevano" l'identit diXe hanno un punto fisso.

Per unicita sono l'identitdi E, e El rispettivamente
, per au

El e El sono isomorfi.

2
. P: E-X regolare JGgruppo che agisce in maniera propriamente

discontinua su E in modo che X=Eq ep: E >Ele sia laproizione

alquoziente. Si hapoi G= Aut(p)

Abbiamo visto che questo capita se e solo se Px(tilE ,
Foll e un

sottogruppo normale diT,/X
,
xol VE lanzi

, se JE per cui

la condizione Vale
,
alloravaleVicE)

3 C'e una correspondenza biunivoca

Irivestimenti regolaridix) < /sottogruppi normalidiit.(x)(
a meno di isomorfismo

PIEX1 - Patel

H1H
dove e il sollevamento universale diX e HC, (=Aut)

· Posso ignorare i punti base perche .(X ,
vol ETT ./X ,

xl con un

isomorfismo canonico a meno di coniugio e i

sottogruppi normali non risentono delconigio.
· Affinche quel cheho scritto sia vero,deve esistere * e

ciol X deve essere semilocalmente semplicemente connesso.

DIMOSTRAZIONE

Le due mappe sono davvero ben definite

e una e l'inversa dell'altra.



Teorema

FATTO : XEP(TLE) , pregolare ,
se e solo se X si sollera adun laccio chiuso

lapartire da qualsiasi punto base della fibral. Se p non e regolare,
Y puo essere chinso oppure no a seconda del punto iniziale.

Infatti %echiuso . X =Y destables = Police ,
a)

Sia D : E IX rivestimento regolare. Allora

Aut(p) eMi(X) Px(i(E))

Oss I punti base non servono proprio perche p e regolare
DIMOSTRAZIONE

Costruisco 4:.(X) >Aut(p) cost :

fissatoEF =P-(xd)
,
Fxeti(X

,
x)

, poiche Autpl agisce transitivamente so F

7 automorfismo 4(X) taleche · X=((*).

Tale 414) e unico perche Aut(pl agisce liberamente.

Per concludere devo vederechey e omomorfismo,e surgettivo
e Kera = PxtiCE ,

Foll

·a omomorfismo : poiche l'azione di Aut(p) e libera
,
basta vedere

Che alxBi( =P((4(B)(Fol) .

Galask =G(( . B) = (4)() - B = (% - x) . B =Y . (x-B) = G(x-B)())
automorfismi e monodromia commutano

· O surgettivo : FEF
,poiche Eccpa , 7x +.c

.
Y - x=Y1 ,

doe Glas=

Dunque IMC agisce transitivamente su F
, perairImU=Au+(P)

Isempre perche l'azione diAut(p) eliberal

·Korp : C=Id> (l'azionedi Aut(p) eLiberal(1)=Y

=gllestablis= Px(CE ,
Foll

Oss Se E e cra ,
la monodromia e transitiva

e peril lemma orbita-stabilizzatore :

deg p = /Orb())= [G : Stab(*d) = [Hi(X ,
xo) : Px(ICEro))

Quindi, un rivestimento regolare p digrado d per Galois
corresponde a un sottogruppo normale di indice d in it(X

Che corresponde al ker di un omomorfismo surgettivo con immagine
di cardinalit d)



Analisi complessa
Consideriamo I con la topologia euclidea indotta

dall'identificare C con R2

z = X+iy EK ~D (Re(z)
,
[m(z1) =(x,y) EIR2

Quindi una base di aperti inI e data da

B(zo
,
R) = hzeC : /z-zokR)

Studieremo funzioni F : U= K > ( oppure f :URM - C

Le nozioni di limiti e continuit (che sono topologichel coincidono

con quelle per funzioni RMR

Richiamo : F : U =-Re differenziabile inEU se esiste

un'applicazione lineare L t
.C. lim 1/f(xoth)-f(x) - LIhI/1

= 0

LR-lineare) n0 II hll

orvero f(xoth)-f(x) = ((h) + o(h11)

Se esiste tale L
, allora e unica e la indico con

Afx
,

il differenziale di f in Xo

In particulare :

Cal dfx(li=(d)

(b) Sa f= (f, -

, fu) ,
allora dfxo = (d/filxo ,

-

,
d(fn)xo)

(c) Se f
,g : U=Rm -R differenziabili in Xo

,
allora

dif .g)x = F . dgx + dfx - g (quindi f . g e differenziabile)

(d) Sef : UzMM -R
, g : VERY >Rh

,
flUleV ,

f differenziabile in Xo
,

g differenziabile in f(x)
,
allora

digof(x = dgfxodfx.

Notazione Se F : U =RM > C
,
allora socivo

f(x) = Re(f)(X) + i [m(f)(x) con Relfl
,
[m(f) : 0 -R

Definisco F :VER , I come

F(x)= f(x)

Oss Hoche F =40f con Q :K -C
, 9(z) =z

Osservo che y non e K-lineare :

se Nel
, plz)=z =Te =q(z)

Quindi q e -antilineare



Lemma Siano F
,g : U =Rm -C differenziabili in X.. Allora

4) F e differenziabile into e d5x= dfx

(2) f .g e differenziabile into e dif - g)x = fdgx + dfxo . g

(3) se fixol+o
,
allora y e differenziabile in Xo

e dixo=

DIMOSTRAZIONE

Ill Scrivo F =40f. Siccome Q e R-lineare
,
e differenziabile (su tutto K

e defa = O
Per la proprieta (C

,
dro = def · &fro = Podfx = dfx

(2) Calcolo (f ·g)(x0th) - (f ·g) (X0) = f(xoth1g(Xoth) - f(xoth(g(X0) +f(xo+h(g(0) - f(x)g(o) =

= f(xoth) (g(xoth) -g(xo))+ g(x0)(f(Xo+h) -f(x)) = f(xo+h) (dgx(h) +o(((h(()) +g(xd)(dfx(h)+0(((h/l)

= (f(x) + o()(dgx(h) + o(((h(1)) +g(xd)(dfx(h) + o(l)h(()) =

= f(xoldgv(h) +g(x)dfx(h) + o(l)h())

Quindi F .g e differenziabile in Xo

(3) Osservo che = if , per 111 e (2)
, je differenziabilein No.

Supponiamo ora F : U= -C differenziabile in ze

E naturale scegliere come base per 19 : C1K
, gIR-lineare

Ispazio vettoriale suI dx
, dy definite da S dx(l) = 1

,
dx(i) = 0

dy(1)= 0
,dy(i) = 1

Pero ne dx ne dy e C-lineare

Definisco : dz= ex+ idy e de = dx-idy
Osservo che, per XeC

dzlxzd = (Re(MRelzo-Im([M(z0)) + i(Ra(N) [m(20) + Im(Relzo) =

= (Re(x) +: Im(N) (Relzd +[Im(zo) = XZo

Quindi dz e C-lineare

invece delizol-izo, quindi de e C-antilineare

Si verifica che 19: >C, gR-lineare) = (g C-lineate) (gK-antilineate
scrivo dfz=20dx+zdy condReffim ,analogo pee otOx

Scrivero of invece di dfz per indicare dfzo in qualsiasi punto
Quindi ho dX=z(dz+de)

S dy= 2(dz - de da cui

df = 85 . Eldz+d) + 8 zdz -d) =

= (8 + 18/dz +E-1)=z +)d
Of Of

dz d

Quindi rappresenta laparte K-lineare di df



Funzioni olomorfe

Def.

Teorema

Sono anche dette derivabili in senso complesso.

Una funzione f : UK > K e olomorfa in z. EU se esiste finito

lim f(z)-f(zd
= : f'(zd

zuzu Z-Zo

Diciamo che f e olomorfa se e olomorfa in zo Azel

Oss La funzione Q)=E non e olomorfa in nessun punto :

lim P(z)-Alza
= him h = 1 se ho lungo l'asse reale

z+zo Z- Zo ho h = -i se hto lungo l'asse immaginario
quindi tale limite non esiste

Sia F : U= -K
,
zeC.

La seguentiaffermazioni sono equivalenti :

II) f e olomorfa in zo

(2) f e differenziabile in z e dfze-lineare

(3) f e differenziabile in zo e glza = o

(4) f e differenziabile in zo e

ORelf) (20) =
OIM(f) (zoS OX Oy quazionia mann(

ORelf) &Im(5)
Oy

(20 = -

dx
(20)

DIMOSTRAZIONE

Inizio mostrando che f e olomorfa in zo

(*
=> f e differenziabile in zo e dfzo(z) = Xz per XEC

Infatti : F Olomorfa in zo lim fz = f'zo)eD > applicazione R-lineare

=> lim F(zoth-fizd-f'(zd = 0 Es lim If(zoth)-f(za-f'(zohl
= 0

n+0 n+0 In

Es f diff .
in zu e dfz(h)=xh

(1) = (2) segue da IXI che f e diff
.
in zo e dfzo(z) =Xz

,
che e C-lineare

1) =(1) Se dfzo e A-lineare
,
allora dfzo(z) =/z per qualcheNe

Lutte le applicazioni K-lineari hanno questa forma
,poiche dima (* = 1)

Concludo con (x)

(2) (3) Ho che dfz= zodz+d eK-linear

#85(zd =0

13) (4) Sia a= Me(f)
,
b =[m(f) .

Allora

-
=> (8(zd- (zd)+i(8(zd)+ 8(2d) = 0

ORelf) (20) =
OIM(f) (zo)

# Ox OySORelf) &Im(57
(201

Oy
(20 = -

dx



Funzioni analitiche

Def.

Def.

Teorema

Utilizziamo serie di potenze la coefficienti complessi) per costruire funzioni.

Una serie di potenze e una serie della forma
+

nan(z-za" (serie di Potenze centrata in zol con ane

Oss Esattamente come nel caso reale esiste Reto
,
+ 8) tale che

· la serie converge assolutamente FzEB(zo ,
R)

· la serie non converge Fz : 12-201>R

Una funzione F : U =C > & e analitica se puo essere

rappresentata come serie dipotenze centrata in zo , FzoEU,
overo FzEU JR' : f(z)=anz-za" zeBlzo ,

Rl ⑳
Jenna

serie di potenze

Mostriamo che se f e esprimibile come serie di potenze in Blzo
,
M), allora f e analitica

Sia f(z)=anz-zdzeB(zoR .
Allora f e analitica

DIMOSTRAZIONE

Supponiamo zo=0
. Vaglio mostrare che VIEBlo)

,
f e esprimibile come

serie diPotenze centrata inE in BCE
,
R') perqualche r'IBLE

,
R'l =Blo

Fisso EBlo
,
R)

.
Definiamo R =R-Il

.
Quindi Ble ,

RLBlo
,
R)

.

Fisso zeBle
,
Ril , quindi z = etw con IwkR'

.

Siccome IEIHwkR
,
ho che :

an(twk" converge an I wil converge assolutamente

Se una serie di potenze converge assolutamente
,
allora il limite delle somme parziali

non dipende dall'ordine degli elementi della successione

(se sommo prima su n e poisu : o viceversa ottengo lo stesso risultato

· sommo prima su i poi su n:an-Iwit

· sommo prima su n poise:anwi
Quindi ho espresso laserie dipartenza come una serie centrata inE.

Concludo mostrando che bik
,overoan converge

calcolo il suo raggio diconvergenza :

limsup"an limsup" an =limsup"an
n- +x n- +0 i! n+ +0

la serie di potenze iniziale so

convergere in un disco di raggio R,

dunque il suo raggio di convergenza ealmeno R

Quindian(z Converge FzeBo,

quindi converge in E
,
da au bitD.



Teorema

Corollario

Def.

Oss Ci servira ricordare bi=an(z-z

Mostriamo che leserie diPotenze sono funzioniolomorfe.

Sia f(z)=An(z-za" zeB(zo
,
R).

Allora f e olomorfa in B(zo
,
RI e F(z)=an(z-za

DIMOSTRAZIONE

Supponiamo che zo=o. Mostro che f'El esiste e coincideconnanVeBlo

Caso 1 : E=o. Calcolo
f(z)-f20)

= Zanz-doanz, che ha lo stesso raggio di
Z

convergenzd
2+0

in Blo
,
RI la serie e continua

Quindi f e olomorfain o e flo =a

che eil risultatodinanz calculatoinl

Caso 2 : Eto. Peril teorema precedente esiste un raggio R't
.
C.

f(z)=brz-e" zeble ,
Ril =Blo

,
ri

Per il caso 1 f e olomorfa in e F'(z) = bi=nanz

Se:Unaliticaallorafeplomora
a

Oss Siccome f(zo) e univocamente determinata da an,

l'espressione di f come serie centrata in zo e unica.

Oss Abbiamo scoperato che se f e analitica allora f e Co,
ovvero esistono le derivate di qualsiasi ordine.

Supponiamo ora F :UK > Kanalitica.

Diciamo che f ha ordine di annullamento lo ordine di zero

MEIN in zoeW se

(i) f()(zo) =0 Fict

(ii) f(Zal #O

Se flcza=o FicIN diciamo che ha ordine o in zo.

Oss f ha ordine O inzo f(zd to



Lemma Sia F : U = K >Kanalitica. Sono fatti equivalenti :

(i) f ha ordine no in zef

(i) JV aperto ,
zoeVEU t

.C
. f(z) = (z-zaglz) FzEV

con ganalitica su Ve glzd +0

DIMOSTRAZIONE

i = (ii: fanalitica JR : f(z)=Anz-za" VzeB(zo ,
R

Sha ordine no in zos flizol-o Ficro , find /zol +0

na
convergenza di

n-no

fzeBizo
,
RhAnlz-zo" che e Almeno R)

,

ho che gizl=anz-z

e quindi g(z e analitica su Blzo
,
RI e glzo = An

o #0

(ii (i) So che f(z) = (z-zo" g(z) con ganalitica su Vazo e glzo +0
.

ganticcono

se nano
con an = (on-no sentno

Quindi fr(z0 = nan =

O se nano

S Nolbo + 0 sen = no

Quindi f ha ordine no in zo.

Oss Se f ha ordine & in zeU allora tutte le derivate si annullano in zo.

Quindi se F(z)=anz-zolallora an =o En
.

Quindi fiz=o zebzo ,R

Mostriamo che se f : U = C > &analitica su Uconnesso allora

se flu =o per qualche aperto VIU
,
allora feo su tutto U.



Lemma

Teorema

Corollario

Sia F : U -Kanalitica e sia Z= f"(o) l'insieme

degli zeri di f
.

Sia zeZ.

Allora o zo e isolato in z
, oppure zoe

DIMOSTRAZIONE

Per una proprieta delle funzioni analitiche
, 7W aperto

,
zeW

e fiz)=o FzeW (se l'ordine di o in zo e x

O f(z)= (z-ag(z) Fzel con glalto e ganalitica su w

Ise l'ordine di o in zo e n

Nel primo caso I=Z e percio zoeZ

Nel secondo caso , poiche ge continua e glad #0,

7 aperto N'EW +
.c

. g(z)+O FzEW!. Ma allora

f(z) = (z-zag(z)+o FzeW', e percio zo e uno zero isolato

Sia U=K aperto connesso e sia F : U - D.

Se Z = f "10) ha un punto di accumulazione zeU,

allora f(z) = 0 Fzeu

DIMOSTRAZIONE

Basta dimostrare che e aperto ,
chiuso, non vuoto.

Notiamo che
, per continuit di F , f(z)=o, essendo

flz= o e ZEZ, e per il lemma precedente ZeZ,
dunque + 0.

Inoltre Z e aperta per definizione.

Per vedere che Z e anche chiusa
,

osserviamo che,

se zotziZ allora fizol = o per continuit di f If si
I

annulla su Zedunque anche su El e zo e un punto

diacumulazionedidunquemaggior ragione
Quindi Z =Z

,
ciol Z e chiuso.

fig : U 1 C con U connesso.

Se flu =glu dove V = U ha punti di accumulazione

lad esempio Vapertol
,
allora f =g su tutto U.

DIMOSTRAZIONE

Basta applicare il teorema a F-g.



Esponenziale complesso

Proposizione

E la mappa expi = eZ

Pocke lim"- =o
, questa seria di potenze convergenu +on!

assolutamente su tutto K ad una funzione analitica

Fatti importanti
H) etw = e. ez

,
wel

Si dimostra ricordando che le serie assolutamente convergenti,
sono anche incondizionatamente convergenti,per cu

zwm
=etd= =w nim!

N!= NIN! zWNnzwe

(2) eo Vzek

Infatti ez . ez =e = 1

D'ora in poi indicheremo con exp la mappa exp : C -C
*

=-01

(3) Se X
.yeR ,

extiy = et . eit = ex(cosy+ isiny)
inquanto encosytising (separado indici pari e disparitie

e usando Taylor reale
(4) lektig) =/et(osy+ isiny)) = 1e4 . /cosy+ isiny) = ex

ciol 1971 = gresz

(5) exp' =exp

in quanto laserie derivatadi
e abbiamo mostrato che si puo "derivare per serie"

z-w
(6) ef =ewqz-w = 1 E il modulo e e 1 e (cos(Im/z-wl + isin(Im(z-w)) = 1

=> Relz-wl = 0
,
Imiz-w)= 2ki

,
key z-w = 2ki

,
keX

(7) exp : C > C e surgettivo.
Dato z70

,
lo posso scrivere in coordinate polari come z = Reio

,
Rio

da cui z = expllogt+iO

> logaritmo reale

(8) exp : C > K* e un rivestimento

DIMOSTRAZIONE

Se identifichiamo K con He (x+iy < 1(X
,y)

e*
con 10 , to XS' (z ((z),), abbiamo

exp :RXIR > 10 ,
+) X SI

(
,y)1 > (ex ,osy ,sing)

che e il prodotto dell'omeomorfismo expiR > 10 ,+8)

e del rivestimento universale R > S!.

E immediato verificare che omeox rivestimento e rivastimento



Logaritmo complesso

Teorema

Corollario

Def.

L'espoenziale reale IR -10 ,+01 bigettivo
e ha un'inversa continua log : (0 ,+8)IR

Vorremmo invertive exp : C >K*. Orviamente non e possibile
poche exp non e iniettiva, ma potrei almeno cercare un'inversa destra

LiC* >C t
.
c

. expo -idea

Una tale inversa insimistica esiste, ma no la vogliamo (almend continua.

U=K*

aperto
Una branca del logaritmo su U e una funzione continua

L: U > & +.c
. expla= zFzeU

U =K
*

aperto connesso .

Allora esiste una branca del logaritmo definita su (

=> i :U* induce la mappa banale ix:,(U) > Mr)D* )=

lad esempio se U e semplicamente connesso
Due branche diverse differiscono per una costante 2k.i

DIMOSTRAZIONE

Una branca eesattamente un sollevamento Lik
dell'inclusione rispetto al rivestimento exp

U:Poiche & e semplicemente connesso, sappiamo
che tale sollevamento existe> ix(ii(U)) = (1)

Se L e La sono due branche del logaritmo ,
allora

elz =ekt FzeU
,
da au L(z)-Lalzl E2i] YzeU

.

Ma ziti-X e discreto , L-L e continua e U e connesso,

per cui L-L2 e costante

Non esiste una branca del logaritmo
definita su*

(Non c'e un modo continuo di definite l'argomento
di un numero complesso su tutto K*



Proposizione

Def. La branca principale del logaritmo e

il logaritmo L : H -K

dove H=
*

1/ze/R/Relz)0)
e L(z) = log(Izi) + iarg(zl con arglzl e (-i

,
i)

D'ora in poi con Lindicheremo tale branca principale

Le branche del logaritmo sono tutte funzioni domorfe

DIMOSTRAZIONE

Sia L : U >e una branca del logaritmo.

Sappiamo che Lecontinua
.
Sia Y. EU, e sia zo =Llyd

Sappiamo che expl =exp , per cui dexpzo e una mappa

A-lineare e invertibile (perche e lamultiplicazione per exp'(zd=ez +d

Percio,per il teorema di invertibilita locale, esistano un aperto WoU

e un aperto Wi2K Con 4EWo
,
zEW t

.
c

.

existe g:Wo >W,
Co (perche explores

the inverte expla : W -Wo

Poiche sia g sia Linvertono exp su W le sono continue
,dunque anche L

ha valori in Wol si na L=g su W
..

Ma ge differenziabile su No
, per cui lo lanche L,

e poiche l'inversa di una mappa K-lineare e K-lineare, Le olomorfa

(per noti teoremi di Analisi #I
, dLy = (dexpuyl" FyeW)



1-forme complesse

Def.

Def.

Def.

Una 1-forma complessa su un aperto UzQ e una funzione continua

W : UX > C

R-lineare nella 2o variabile
,

cioe tale che

VzoEU Wzo=W(zo,) : C >C sia R-lineare

esempio Se f : U -C e C'
,
allora

df : UXK > C
,

df(zo
,
ul = dfzo(v)

e una1-forma complessa.

Sef e olomorfa
,
dfz e C-lineare Fzel,

ma non si fa questa richiesta didefault

Una forma l su U sidice esatta se

7f : 0 > Ct
.C

.
W = df

Una tale f si chiama primitiva di w

Una forma W si dice chiusa se e localmente esatta,

ciol FzEU JW=Uapertoc . zelt e Win e' esatta in W

Live wammette primitive locali)

Ricordiamo che Homir-lineari (K .
KI sono un C-spazio

vettoriale di dimensione 2
, generato ad esempio da [dx ,dy)0 /dz ,

d),

per cui una 1-forma complessa si puo scrivere

w = a(,y1d +b(x
,y)dyow= a(zdz + b(z)de

con a
,
b : U > continue

Sia V : Ta,b) > U C'a tratti
.

Sia w una 1-forma su U.

Si definisce l'integrale di w so f

Spw = SW (U't) d

Si vede facilmente che valgono le sequenti proprieta :

(1) Se 9 e una riparametrizzazione positiva diV,

doe 74 : [c,d) -Ta,b] <t
. c

.4(=a
,
4(d) =b

,
X= Vo4,

allora (w = ffw

(2) Se v" e il cammino inverso di U.

Sp,
w = - Spa

Stiamo integrando funzioni complesse su [a ,b) : si intende

che integriamo separatamente parte reale e immaginaria.



Lemma

Teorema

Proposizione

Corollario

esempio Sia R30 e Sia Ur : To
,2) > Kizol

Vr(t)= zo +Reit

Alora (f = zi

Infatti Vilt) = iReit
,
per cui

In ztzodz = -zo ·daidt=.zotreitzo Retdt = (*idt = zi

Sia w una l-forma esatta su U
,

con primitiva F.

Allora FV : [a,b)U cammino Ca tratti

(pw = F(r(b)) - F(r(a))

Lin particulare ,
dipende solo dal punto iniziale

e dal punto finale di Ul

DIMOSTRAZIONE

Se u e C'a tratti
,

lo decompongo in tratti C

Possiamo assumere UC'.

Suw=w (V'(H)dt = SadFr(v'ctdt =

=S (Fo()'(t)dt = F(y(b)) - F((a))

Se w e esatta su U e p e un cammino chiuso in U,
allora (pw = 0

Una forma chiusa non esatta

Sia L : U >e una qualsiasi branca del logaritmo.
Allora L'(z) =Ezel

DIMOSTRAZIONE

FzzU elz =z
,
da wi 2

exp'(((z)) . L'(z) = 1 = (exp = exp) exp(((z)) . L'(z) = 1

quindi zl'(z)= 1 = L'(z)= E

La forma &definita su CX e chiusa ma non esatta.

DIMOSTRAZIONE

Xzoek* trovo un intorno UEK* di zo semplicemente connesso

basta una palla) ed esiste una branca del logaritmo L : 0 > D.

Tale (fornisce una primitivadi su U
,percioz e chiusa

(d) = L'dz=
W non e esatta

, perche se U : [0 , 25) - K*
. V(t) =et

U e chiuso ma Sp = zi +0



Teorema Sia w una 1-forma su 0

Allora w e esatta Sjw =o fr cammino

C'atratti chinso

DIMOSTRAZIONE

# appena visto

) Definiamo una primitiva F di w

Posso supporre Ucpa ,
lavorando separatamente

in ogni componente.
Scegliamo zeU acaso, e FzeU via

Uz : [0, 1) iU cammino C'a tratti con Uzla= zo
,Uz(1) = z

Pongo F(z)= SrzW

Dico che F non dipende dalla sceltadi U. Infatti, se Xz

e un altro cammino tra zo e z
,
allora XzXV echiuso,

[hp)
per cui Saz W + SpW = I

Xz*W
w = 0

Dunque (w = -Srew = /rzw
Vediamo ora che dF =w

Sia W =P(X
,yld+Q(ydy ,

P
,
Q :RC

calcoliamoX ,yi) .

Scelto un cammino y che congiunge zo a Ze=K+2y1,

pongo Un : [0
,h) > U

,Unit = zi+t ,
ciol mi nuovo in orizzontale daze

di una quantitat
Pere definizione diF

,
F(zith) = SuxunW = Spw + Sunw = F(z) + Sunw

percio F(zith) -F(zi) = Sun w = ((P(r(t)dx +Q(Vh(t)dy)(v(t))dt=

= ((P(((t))dx +Q(Vn(t)dy)(1 ,
0)dt = f. P(n(t))d

Percid (1 = limFathechemP(ch n- 0 n

teorema della media

= P(Uncol) =P(z)

Analogamente ,
utilizzando le curve Unlt) = z,+it,

sittindan,

Se U= D disco aperto, per la dimostrazione,

avremmo potute usare solo curredateda due segmenti paralleli
agli assi per definite F e per calcolarne le derivate parziali :

·



Teorema

Questo implica il seguente

SeD e un disco
,

c e esatta su D se e solo se

CorW =o Frammino OR che parametrizza il bordo

di un rettangolo completamente contenuto in D.

Abbiamo visto che una forma e esatta se e solo se il suo integrale
lungo un cammino y dipende solo da scal e p(b).

Vediamo ora che c e chiusa se e solosef c dipende solo

dalla classediomotopia a estremi fissidi j

Per prima cosa
,
se lu e chiusa su U e Vita ,b)U If canche solo C%

),

posso definite una primitiva di u lungo y cost :

percompattezza di la ,b], posso trovare a=to c
... <tr=b in modo tale che

Ulti ,
ti+])Wi aperto tale che WIW =Fi

, Fi : Wi -

Iw
,
essendo chiusa

,
ammette primitivelocali

Scelta Fo : No C a caso ,
modifico Fr ,

sommandole una costante,
in modo che F

, /Util = Fo(UC) .
Fatto questo

,
modifico porEz in modo che

Fa(Ultal) = Fild(tal) e proseguo fino aFr
.

Cosi facendo
, posso porre F() = Fi(f(t) setelti

,
ti+]

Chiamo questaF : [a ,b) > una primitiva di cu lungo p

Questa F ha laproprieta che
,

su ogni [ti
,
ti+], e uguale a Gor,

dove G e una primitiva localedi w.

Fatto : se v e C'atratti
, SpW= F(b)-F(a)

Discende facilmente dai sequenti fatti
Il La primitivadi u lungo y e unica a meno dicostante,

percio non dipende dalle scelte fatte.

GidsappianFi-F i



Teorema

Corollario

Sia w1-forma su U.

Allora wechiusa Sjw dipende solo dallaclasse

di omotopia a estremi fissidi w

DIMOSTRAZIONE

# Dato ZoeU
,

se WeU e un intorno semplicemente connesso

di zolad esempio un disco aperto),due cammini in W aventi

gli stessi estremi sono automaticamente omotopia estremi fissi,

dunque Fr : to , 17 -W
, Sjw dipende solo dagli estremi di r,

percio u si restringe a una forma esatta suW
, dunque cu e chiusa

E) Supponiamo w chiusae Siano X ,B : [0
, 17 U cammini omotopia

estremi fissi tramite l'omotopia H
, con (10) = B(O)= zo

,
X(1) = B(1)= ze

B

Hi
zo 3 3 &↑Zu ·

Zo
>

a

Per compattezzadi 10 ,17 X50 ,11, posso trovare neIN +
.
C.

H(T],[ ]) =Wink Vhik = 0, . . ..
n -

dore Win, ki e un aperto di U su cui c ammette unaprimitira Fina
Fissata Fiona, ,

come fatto per la primitiva di u lingo un cammino,posso

costruire una primitiva F : [0 , 17 X0 , 17 <K primitiva diwego H

t
.c .Fr =GoHE#

Y quadratino, dove G e una

primitiva locale di w.

Notiamo che , poiche l'omotopia e a estremi fissi, Fe costante

su loto, 13 e su /13xto , 1. Ma Flo
,no,

da una primitivadi

w lungo X
,
e Flo

,mi, do una primitiva di u lungo B,

dunque SBW = F(1
,
1) -F(0 ,1) = F(1

,
0) -Flo ,d

= Saw

U dominio semplicemente connesso, w 1- forma se 0.

Allora W e chiusa # W e esatta

DIMOSTRAZIONE

Infatti, se U e semplicementeconnesso, due cammini con

gli stessi estremi sono omotopi.



Teorema

Corollario

Corollario

w = Pdx+Qdy 1- forma C'suU =K.

=Allora wchiusaP

DIMOSTRAZIONE

Ellwilment
Schwarz

(7) Sia ZoeU,e sia DaU un disco aperto centrato in zo.

Basta vedere che Wi e esatta, ciol che JorW=0 Frettangolo RED.

Sia R= [a ,bIxic,d] .
Basta vedere che d >

B2

Bin ax2

SaixaaW = SpixBaW
a >

b
Per farlo

, Fte[c
,
dy introduco la curva Ut =deXb*

X

d ⑧

nCt

at a
bt ·

C

Cosi U = Xi&2
,
mentre ra= BixBa

Per concludere
,
basta vedere che Su+

w non dipende dat,

cioe Sw =0

Ma (rw = Sa+ W + (
+
w + Sw = jQ( ,

S)ds + jP(s ,
t)ds +fab ,

slds

Derivando questa quantita rispetto a t
,
atteniamo

Q(a ,t) + /(stids - Q(b
,

tQ(
,
t) +((s ,t)ds - Q(b

,
t)=

= Q(a ,t) + Q(b ,t) -Q(a,+) -Q(b,t) =0

Sia f :U >C! Allora

f e olomorfa> flzdz echiusa

DIMOSTRAZIONE

Se f= a(x
,y) +ib(x ,y) ,

a ,breali ,
allora

f(z)dz= (a+ib)(dx+idy)=(a+ib(dx +( b+ia)dy
e chiusa> datibl

=

Ol-b+ia)

+ Cauchy-Riemana
# fe olomorfa.

Sia f : UK > C
.

Allora

flzdz e esatta 7F : UK t
.
c

.

F' = f
,
Folomorfa

DIMOSTRAZIONE

flzldz esatta> FF : flzldz = daF= zldz + OF (z)de
E

=> f(z) =g(z) , z)=0 F = f ,
Folomorfa



Lemma

Def.

Sia F : U - continua
,
f olomorfa su U . 170).

Allora f e olomorfa su U.

DIMOSTRAZIONE

Sia ZoEDEU
,
con D disco aperto

Mostro che f e olomorfa suD
,
facendo vedere che

Sorflzdz = o for bordo di rettangolo contenuto inD con lati yagli assi

A meno di traslazione, posso supporte zo =0.

Fisso R&D rettangolo con latiI agli assi

Caso 1 : zoeR. Siccome f e olomorfa in UYz),e olomorfa

in un intorno diR.

Caso 2 : zoedR
. Suppongo zo sia su un lato orizzontale diR Rg

R
ChiamoRs=Rn(zeC : /Im()/8) .

Considered
a iS

Jorfizidz-Sorgfizidz =Saf ,
old +iS

.
°flb,yldy

- Saf(X,
S) dx-if fla

,y)dy
Siccome f e continua suR compatto, f e uniformemente continua.

feso Jose : 12-3/8 = (f(z)-515)/E

Quindi

Jarflzidz-Sorsfizidz = If(0-f(x,si/dX + f% 1f(b ,y) - f(a,y)/dy
Sia M = max f(z)

[2M
ZER

< E(b-a) + 2MS

Siccome Ro e un rettangolo come nel caso 1
,
ho che Sorsfizldz =o

Quindi Vero (Sorf(zldz)[Elb-a + 2M)

Quindi Sor f(z)dz =O

Analogo se zo sta su un lato verticale di DR.

Caso 3 : ZER.

Divido R in due rettangoli Ri eRz taliche zedRi
,
zoEdRa

Quindi R, e R2 sono rettangoli del caso 2.

Sia V : [0
, 1) > una curra chiusa

.

Sia zoV(50 ,
11)

L'indice di avvolgimento di u rispetto a zo e

Ind(V .
zol =zi Su

Oss Sia Ur: [0 ,25] > K
. Vr(t) = zo+Reit

Indium
,
zol = ziSurzi Retired = zi 2ti = 1

Oss Siccome
dz e chiusa

,
Ind(V ,

zol dipende solo dalla classe
z -zo

di u per omotopia a estremi fissi.



Proposizione

Teorema: 
formula 

di Cauchy

Sia y una curva chiusa e zoeU(TO ,
17)

Allora Ind(r ,
zoleX.

DIMOSTRAZIONE

Sia P=Uld
Siccome Kizol ~S'

,
si ha che i (K-z0h

,
Pl = X . [ri)

conUlt =ZotReit
,

R= /P-zol
Quindi Ine: It] = Nir =Wel

nvolte

Osservo che Un = Vix ... xU = zo+Reint

Calcolo Ind(V ,
zol = Ind(Ur

,
zol = zizotreinzu inReintdt =n

Sia UEK aperto, folomorfa suU.

Sia U : [0 ,
11U chiusa

,omotopa adunacostante.

Sia zeU-V(to ,11) .
Allora

Ind (V .z) f(z) = zi Sus

DIMOSTRAZIONE

Definisco g: U -K

S
f(3)-f(z) zeUkz)

g(3)= 3- z

f'(z) 3=z

Siccome f e olomorfa, gecontinua su 0.

Inoltre ge olomorfa se 0 . /2
Per il lemma,geolomorfasuUgl31d3 chiusa
Quindi /jgl31d3 dipende solo da TV
=> (pg131d5= Scg(51d3 =0

Quindi

0 = zi (pg13d5 = zi Sp 55 d
=> zi3 =ziu3
doe Indiv

.
zol f(z)= ziSuf



Corollario

Teorema Sia B=B(z) .
Sia h: dB, e continua

Sia U : To ,2) > K
, f(t) = zotReit (parametrizzazione di dB)

Sia flz=JudzeB

Allora

(i) f(z)=Anlz-za" (con raggio di convergenzaR)

(aniJund3
Quindi f e olomorfasu B e an =

fin(z0)
n!

DIMOSTRAZIONE

Assumiamo zo =o e prendiamo JEdB ,
zeB

Quindi31 . Inoltrez==
e siha che I converge assolutamente e uniformemente

,perche
Calcoliamo

f(z) = ai (phd3=zd3
Definendo an:= Sud5 , segue la tesi

Per zo arbitrario, definiamo W : = z - Zo

g(u) := f(w +z0) = f(z)

glut = /zad5 =z(d com=

Posso applicare il caso precedente a gi
f

an = zi/yd3 = zimd5

Sia UK aperto con Blz
,
RI =U e sia folomorfa su 0.

Allora

(i) f(z) = Zanz-za (con raggio diconvergenzaR
li an = ziSumd5 con Ult = zo +Reit

Quindi F e analitica

DIMOSTRAZIONE

So che Indiv
,
zo) = 1

. Applica la formula di Cauchy :

f(z) = zi(p f(5) d
3- z

Latesi segue applicando ateorema precedente.



Corollario: 
disuguaglianza di 

Cauchy

Corollario: 
teorema di 

Liouville

Corollario: teorema 
fondamentale dell’algebra

Sia UK aperto con BlzR) = U.

Sia F: > Colomorfa.

Sia M(r) = max(/f(z)) : 1z-zol =r4 .

Allora

fini (zo) =
n! MIH Frxo

un

DIMOSTRAZIONE

Per il teorema precedente f(z)=anz-za" zebo
,
R)

con an=z Jumds con Ult = zo+Reit teto
,2)

Inoltre si ha an = fizd
Quindi

f(n(za)=5md FlzotRe) iReit dt =

IZotReit-zolt

= Eze)dt Mr dt =
nM

RM

Sia F : K > olomorfa.

So fe limitata, allora f e costante.

DIMOSTRAZIONE

Sia M/r ,zol = max((f(z)) : 1z - zol =r)
f limitata = 7M30 +

.
c

. (f(z)/M Vz

Quindi Mir ,zo) =M Arso ,Yzek
Per la disuguaglianza di Cauchy
(f(z0)) In Mir

,zo)i M
Se passo al limite rtoo

, Ottengo
If(zo) = 0 Fzoe = fin(zd =o AzeC

Quindi f e costante.

Sia D(z) polinomio di grado n acoefficienti complessi.

Allora plz ha n radici contate con molteplicita

DIMOSTRAZIONE

supponiamo njo e supponiamo per assundo plzlo zek

Allora
1

pl
e Olomorfa su K.

Inoltre
,
se 121-+o

,
allora (p(z)l- +0

quindi- o

Quindi IMIO : IM FzeC
Quindi pi e olomorfa su e e limitata, quindi per

Liouville e costante !



Singolarità 

Def.

Def.

Lemma: formula di 
Cauchy per anelli

Se f e olomorfa su B(zo)201,allora zo e singolarita per f.

Siano OIrcRE+. Definisco

Alr
,R) =1zek : rclzkRY

l'anello o corona trareR.

Quindi A(0 ,R) = Blo ,R) You

Alr , +0) =KBlo
,
M

A(0
,
+o) = &*

Sia folomorfa su Ar) per qualche orRE+.

Sia zoEAIr
,RI

.
Siano gr , 82 tali che rage/zok92R.

Siano Up;
(t)= gjeit con j= 1

.
2

.

Allora

f(z =zi Jus5 -zi Jus

DIMOSTRAZIONE

&
f(3)-f(zd) FSEACR) 1zol

Sia g(3) = 5-zo

f'(zd 3= zo

g e olomorfa su Alr
,
R> /z04 , g continua su Afr

i
R)

quindi g e olomorfa su Alr
,
R).

Quindi

zi Sp
.

915)&3= Sr 9151d3 poiche golomorfa g151d3 chiusa

= Sug(5)d3 dipende solo da [V) &
Ufz

e Van XXVg.
* X

+ Usi

=> fiza[-ziSrezzo) = zi5zira
-

chiusa su B10
,91 IndlUga ,

zol

Quindi Sus. = 0 perchechiusa e ro,
~Costante in Bo,

airazzo = 1 perche indice di avrolgimento di Uga in zo.



Lemma

Def.

Teorema

Una serie di Laurent centrata in zo e

f(z) = panz-zon ,
and

Siano F+ (2)=Anz-zar

e f
-

(z)=an(z-zd =ma- m(zz0)2
Dico che f converge se f+ e f- convergono.

Sia R il raggio di convergenzadian wh

=> S + converge assolutamente e uniformemente Fz : /z-zolR

Sia il raggio diconvergenzadi-marm
1

=> f converge assolutamente e uniformemente Fz : z-zo
Quindi f converge assolutamente e uniformemente su Alrik)+z

Sia f(z)=Anzzo" e sia f convergente su Ariz

Allora :

(i) f e olomorfa su Alr
,
R) +zo

l anziSo as frgcR
con Uglt) = zotgeit ,

teto ,2it]

Siano OtREtO
,
ze.

Sia f olomorfa su Alrik)+zo.

Allora f si esprime in modo unico come serie di Laurent

convergente su Alrik)+ zo.

DIMOSTRAZIONE

Supponiamo zo =0.

Sia zeAlrik. Per la formula diCauchy per anelli,

f(z) =zi Jus5 zi Jus con ragiizigar

Se 151=(2/21 , alloraz===
- converge perche1

Se 151=s , 121
,allora-z =I=

Quindi - converge perche 1

f(z)=zSugaf(5). daszir
.
(15) d5 =

=zizu 55+3)
serie di Laurent centrata in O

Il caso zo arbitrario e analogo.



Def.

Teorema: 
estensione di 

Riemann

Teorema di 
Casorati-

Weierstraß

Sia 5 olomorfa su B(zo ,R) 120).

Sia F(zd=an(z-zan la sua espansione di Laurent centrata in zo.

La singolarita zo si dice

· zo e eliminabile se an =o Enco

Quindi F=Anz-z=anz-za e domorfa

· zo e polo di ordine myo se d-m +o e an =o Xnc-m

Quindi f(z) = man(z-zan = zamAn-m(z-zo"
-

olomorfa

· zo e essenziale se non e ne eliminabile ne polo

esempio f(z) =l ha singolarita essenziale in z= o

Sia f olomorfa su U1z02, con U aperto.

Se If(z) e limitato su UYzol
allora zo esingolarita eliminabile.

DIMOSTRAZIONE(1)

Sia h:U : & definita h(z)= (-zof(z)
Se z+ zo

Se z= zo

h e olomorfa in zo con h'(zo =0, infatti :

lim h(zl-h(zd
= lim (z-zof(z) =o poiche /f) e limitata

2+ 28
z- zo z-20

Quindi h e olomorfa su U e ammette uno sviluppo in serie

h(zl=Anz-za vicino a zo
.

Poiche hiza = hizo=o
,
si ha a=a,

= o

Quindi h ha in zo uno zero di ordine almeno z
, quindi

hz) fornisce l'estensione di f richiesto.
(z-zol2

DIMOSTRAZIONE (2)

Sia f(z) = Zanz-zonuno sviluppo di Laurent di f centrato in zo

Sia Rio tale che lo sviluppo converga su Blzo
,RIzol

Sia M = Sup(/f(z)) /zeBlzo
,R)14204)

Allora
,
ForR le disuguaglianze di Cauchy danno lan1 n Anez

Se no
,
sina lim

Mun =o
, quindi necessariamente ano

Quindi lo sviluppo di Laurent di f non contiene potenze negative
e f si estende a una funzione olomorfa.

Sia folomorfa su Blzo ,R Yzoh.

Se zo e singolarita essenziale ,
allora

5)Blzo
,
RL /zoh) e denso in K

.



Def.

Def.

Una funzione F : U = C. C e meromorfa se e olomorfa su US,
dove ScU e discreto e AzeS e polo per f.

Oss Sia U connesso. Siano g .
h : U > Kolomorfe

,

h non costante 0.

Allora & e meromorfa su U
, perche gli zeri di h

sono un insieme discreto di O

Oss Se f(z):= e zo e zero di h di ordine myo
,
allora

h(z) = (z-zamhelz) con hi olomorfa e h
,(20) +o

Quindi f(z) =zzam con olomorfa in un intorno diz

Quindi zo e polo di ordine m pere f.

Sia F : U-K
,

zeU
.

Sia f(z)=Anlz-zol l'espansione in serie di Laurent

dif in Blzo
,
R) 1/201 (supponiamo f olomorfa su Blzo

,
R) 1204)

Il residuo di f in zo e

Res(f
, zol = a-1

Oss Se f e olomorfa su Blzo
,
R)

,
Res(f ,zo =0

Per un risultato precedente

an = ziiS con Valt) = zo +Edit
,

telo
,
1)Und

Quindi Res(f
, zo) = zii Junf(5)d5

esempio zo e un polo semplica di F (di ordine 1) :

f(z)=2+anz-za

Quindi Resif ,zo)= a-
= lim (2-20) f(z)

2-zo

Se z e un polo di ordine m dif

f(z)=m + nman(z-zan
Quindi

(z-zdMf(z) = d-m + (2 - zd)a-m+ +
...

+ (z- zdm-

a- 1 + (z-zam[ ...)
(m-1) ! Res(f

,
zol = lim (1z-zamf(z)M"(z)

z+z0

Oss se fizl= e zo e polo semplice ,
allora

g(zdResif ,zol = lim f(z)(z-zo = limgizzz =

l2+z0



Teorema dei 
residui

Mostriamo ora che i residui possono essere usati per calcolare

certi integrali.

Sia F : U > K meromorfa Colomorfa su US

Sia DeU omeomorfo a un disco , con SndD= 0.

Sia & unaparametrizzazione diD in senso antiorario.

Allora

Jafzdz= 2 Res,

OSS Siccome S e discreto eD e compatto ,
SID e finito.

DIMOSTRAZIONE

Sia SnD =421
,
-

,
Enh

X

Sia P= x(0) = x(1) EdD -D
Siano Vi cammini da p a Vill) :

&

·mi
B(zi

, lzi-VillI) [D ,
(Zi- Vi()) < /zi-zj) Vjti -

Siano X: curve chiuse intorno a zi basate in Vick -------
Dico che B=U. XX,XUX ... * UnXXnXUn e Omotopa omotopia trax

a estremi fissiaC.
e ViXXiXV * VaXXz*

* Vz' * U3Xx3*Uz

Quindi

folomorfainun intorno di D

In flzldz Ipflzidz= Sardin fzdz =

=Ifzdz + Safzidz + Sufzdz = ziRes(f ,
zi

~

bordo diBizi, 4) per qualcheR

ef olomorfasu Blzi,R)-(7:)



Calcolo di integrali

esempio Calcolare / dx

Considero F: -K
, f(z) = zi+

Quindi f meromorfa (quaziente di olomorfe

con poli s=1e edit
>

R

z2Zu
ConsideroDr= /zek : [mzo

,
Iz =R

Osservo che perra dDnS=0, e Dre omeomorfo a un disco.

Applica il teorema deiresidei :

JaxB flzldz = ziti (ResIf
,
zol+ Resif

,
zih

Masisiza = Ras(z ,
e) = water = Gen

1Mass
,zil = Ras(z ,

e)
=e

= Gen
↳ zdz = zi . 1 .(e)= (-E -Ei +E -Ei)=T
Se zindz = Jazidz + Spzdz

· Izidz=RentRiedt : Miet) <R
,

IRet + 11= R -1

Quindi IszdzRed= - O
R+ +0

Quindilimo (Bzidz = 0

· Jazudz = Si t at
re + 3

: ( xdx

Quindilim Jazz in z= d

esempio Calcolare
.

"
cost dx
X2 + 1

Considero fiz)= cosztisin

&22 +1 ·I

f e una funzione meromorfa con poli S= [i ,

-i)
"No

-R R
Considero Dm= /zek / Im(z)30

,
1z1[RY ·i

Kyp flzldz = ziti Resif
,in X : [-R

,R]
,
d(t) =E

Res(f
,
il = e B: [a] , B(t)=Reit

Osseriocheisa
#

R↳endzRe So > 8

it drostErsintMe R+ + N

=em Jaxp F(z)dz =in Ja Fzdz + lim Ip fzldz

W

2 O

Quindidt=


